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: هذه ترجمة عربية مسموح بها لكتاب‎ 
Translated from INTRODUCTION TO THE THEORY OF DETERMINANTS AND 
Copyright © 1958 by the University of North Carolina Press. 


فهرسة مكتبة الملك فهد الوطنية أثناء النشر 
براون» أدوارد تانكارد 


مدخل إلى نظرية المحددات والمصفوفات / ترجمة أنيس إساعيل كنجو. 
سلمان بن عبدالرحمن السلمان. - الرياض . 
۲ ص؛ ۱۷ × 14اسم 
ردمك ٤٦۲ - ٤‏ - ۰۰ ۔ ۹٩۹٩۰‏ (جلد) 
1۳-۲ - ۰ - ۰ (غلاف) 
١‏ - المصفوفات ‏ أ كنجوء أنيس إسماعيل (مترجم) ب السلمان» 
سلمان بن عبدالرحمن (مترجم) ج - العنوان 
ديوي ٥۱۲,۹٤۳‏ ين 


رقم الإيداع : ١۷/١١۳۳‏ 


حكمت هذا الكتاب لجنة متخصصة شكلها المجلس العلمي بالجامعة: وقد وافق المجلس 
على نشره ‏ بعد اطلاعه على تقارير | لمحكمين ‏ في اجتماعه الثالث عشر للعام الدراسي 
و1 اه الذي عُقد بتاريخ 4ه لموافق ۱۹۸۷/۱۲/۱۹م. 


بك 
اشر شمين 


الحمد لله وحده والصلاة والسلام على نبيّنا حمد. وبعدء فيحتاج استكمال نواة 
أولية لمكتبة علمية عربية إلى جهود إضافية مضنية وإلى أن يسود بين العلميين العرب 
شعور عميق بالمسؤولية وبالتقصير على حدٌ سواء. فالزمن يمضي بسرعة ومكتبات 
العلوم في اللغات الحيّة تزخر كل يوم بزخم من الحديد» أما نحن الاختصاصيين العرب 
فنتوزع بين اتكالي أناخ في بقيعة الاستسلام واليأس لا يرى لنا مستقبلا إلا من خلال 
الإنجليزية أو الفرنسية . وبين متحمّس لرفد اللسان العربي» لغة الكتاب امير بكل 
ما يستطيع من حقائق العلوم المعاصرة؛ وداع إلى شد الهمم وتضافر الجهودء وبين لا 
مبال. أراح نفسه حتى من عناء التفكير في المشكلة . 
وكجزء من اهتمام واسع بتحقيق ذلك الحلم الكبير» حلم إرساء القواعد 
الأساسية لمكتبة علمية عربية» وحرص شديد على المساهمة المتواضعة في الجهود المبذولة 
على المستوى العربي للخروج بالطالب العربي من دائرة الحرمان والبؤس التي يعيشها وهو 
يبحث - دون جدوى - عن كتاب بلغته الأم يشفي غليله إلى التزود بالعلم ويخفف من 
وطأة المعركة القاسية التى يخوضها لنيل المعرفة. فقد ترجمنا هذا الكتاب» المسمى 
«المدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات» إلى العربية . وكان اختيارنا للموضوع 
بسبب حيويته وأهميته البالغة» ليس لطلبة الرياضيات فحسب» بل لطلاب علوم 
أخرى مثل الإحصاءء والفيزياء وال هندسة والتربية والاقتصاد وغيرها. وكان اتجتيارنا 
لهذا الكتاب بسبب من تميزه بالجمع بين النظرية والتطبيق» وعرضه الجيّد والموفق 


ھ 


مقدمة المترجمين 


للموضوع . حيث يتوخى البساطة والوضوح دون أن يغفل الدقة الرياضية. ويتجنب 
التجريد المفرط لنظرية الفضاءات الخطية مكتَفيًا منها بها تمس إليه الحاجة في سياق 
تقديم الموضوع . وهو عطي أساسيات نظرية المصفوفات والمحدّدات غا يحتاجه على 
وجه الخصوص› طلاب من خارج اختصاص الرياضيات . ويَصْلُ كتابًا جانا 
لقررين من مستوى السئة الأخيرة من الدراسة الحامعية أو السنة الأولى من الدراسات 
العليا . وإذا كنا قد وفقنا إلى تقديم شيء مفيد للقاريء العربي فإننا نسأل الله العلي 
القدير أن يتقبله منا عملا صاحًا فهومن وراء القصد وهو الحادي إلى سواء السبيل . 
المترجمان 


مقدمة 
الولف 


من المعروف جيدًا لأي مهتم بموضوع المصفوفات» الموجة العارمة من الاهتمام 
بدراسة هذا الموضوع في العقدين الماضيين.* ولقد جد أن معرفة الخواص 
الأساسية للمصفوفات مفيدة للغاية» ليس للمختصّين في الرياضيات فحسب» ولكن 
أيضًا لطلبة الفيزياء والكيمياء والإحصاء والاقتصاد وعلم النفس والتربية. وفي 
الحقيقة» فاق عدد أولئك الطلبة من تخصصات أخرى عدد الرياضيين في كثير من 
مقررات المصفوفات. ولسوء الحظ. فإن معظم الكتب الدراسية المتوافرة كانت بلغة 
أجنبية أو مالت إلى التجريد المفرط. وهي» في الحقيقة » على درجة من التجريد. يجد 
معها حتى المتخصص في الرياضيات صعوبة في قراءة مستوعبة . 

وغاية المؤلف هو تطوير معالحة نظرية تحتوى في كتاب دراسى واحد الحقائق 
الأساسية في نظرية المصفوفات مصحوبة بالبراهين الأكثر بساطة والتوضيحات الاکن 
رشاقة ويسرا التي يمكن للمؤلّف العثور عليها. 

وفيما يتعلق بنص الحقائق. لا يدعي المؤلف أي جديد. أما فيا يتعلق بترتيب 
الموضوعات أو ببراهين النظريات فمن المحتمل أن شيئًا جديدًا قد يتوافر. 

والكتاب مُعَدَ لطلاب السنة الأخيرة من الدراسة الجامعية أو السنة الأولى من 
الدراسات العليا. وإذا كان الطالب قد درس مقررًا في نظرية المعادلات فالحال على ما 
يرام . وعلى الوجه الآخر. قد يكون مقرر في نظرية المصفوفات قيا بالنسبة لطالب في 
نظرية المعادلات» أو في المندسة التحليلية المجسّمةء أو في الهندسة التحليلية 
الإسقاطية . 


(*) تعود كتابة هذه المقدمة إلى عام 984١م‏ 


لكت / مقدمة المؤلف 


وقد اختيرت التمارين ودفقت بعناية فائقة» ولبعضها مضمون غير باد على 
السطح . وعلى سبيل المثال. فالتمرين ؟ على الصفحة ١١‏ هو ببساطة تمرين في ضرب 
المصفوفات» ولكن المصفوفات الأربع تشكل زمرة بالنسبة لطالب درس مقررًا في الزمر. 
أما لطالب اهندسة فكل من المصفوفات الثلاث ۸ » 8 . © هي مصفوفة هومولوجيا 
توافقية تحمل عناصرها الثابتة علاقة جد خاصّة بالعناصر الثابتة في المصفوفتين 
الأخريتين. 

ومن الخبرة الفعلية في قاعة التدريس يجد المؤلف أن هناك مادة كافية لفصلين 
دراسيين. ولأولئك الذين لا يستطيعون. لسبب أو لآخر. أخذ المقررين كليهماء 
يُوصى بها يلي : الفصول الأول إلى الحادي عشرء بالإضافة إلى الفقرات ١1ه.‏ 7ه 
25١ ۰ ۴‏ بم في ذلك نظرية كايلي ‏ هاميلتون . 

ويرغب المؤلف الاعتراف بأنه مدين لبوشر (:80656) » وویدربرن -ءع00ع18) 
burn)‏ « وماكدٌفي (E‏ ة الذين استانس تكرارًا بأعمالهم ‏ ويستحق الشكر 
اشا تلميذه سَابقًا وزميله الان السيد تشارلس وورد بارنس (Charles Ward‏ 
Barnes)‏ » الذي قم مساعدة لا تقدّر في تحضر المخطوطة للطباعة . 


الفصل الأول : مفاهيم أساسية 
١‏ الحلقات والحقول a es San ES ETS RESEN REE‏ 
۲ - المصفوفة ا ESEN KSEE‏ 
*- بعض العمليات مطبّقة على المصفوفات EES‏ 20111 
٤‏ - ضرب المصفوفات ا جز ETERS r EE‏ ات TREN ISO SERR‏ 


ه الحداءات مع التجزئة 710111 2351131137177 
تمارين EE iinet Uber reattach‏ 


الفصل الثاني : الخواص الأساسية للمحدّدات 
٦‏ - محدّد مصفوفة مربعة £ OO HTN EE TERE‏ مام RATER‏ تت عانم ام عورد 
-٠‏ النظريات الأساسية المتعلقة بالمحدّدات 2000001110 
۸ مفكوك لابلاس لمحدّد BX Ê aK AAs Rek‏ 
14 محدّد جداء مصفوفتين REESE RSE ESS‏ 


ي المحتويات 


الفصل الثالث: التحويلات الأولية لمصفوفة 


EE E 70 رتبة مصفوفة‎ -١ 
SEE ER المنقول. المرافقء ومرافق المنقول لمصفوفة‎ ١ 
التحويلات الأولية مطبقة على مصفوفة ومسي د‎ _ ۲ 
ar Eh EES (Vander monde) مصفوفة فاندرموند‎ _ ۳ 
es TEE sako [| [| تمارين 00101000 ا‎ 


الفصل الرابع : مزيد من جر المصفوفات 


e a معكوس مصفوفة غير شاذة‎ - ٤ 
501 إنجاز التحويلات الأولية بضرب المصفوفات‎ -6 
22070771701 1 استخدامات الصيغة القانونية‎ - 
1011 ۸ المصفوفة القرينة لمصفوفة مربّعة‎ - ۷ 


تمارين GE‏ جياه QO EO RR ROR SG‏ نك د واه 


الفصل الخامس : نظرية الارتباط الخطى 


ieee Reo Ss مفهوم الارتباط الخطي‎ - ۸ 
E KEREME EKEETE فضاءات المتجهات الخطية‎ - 4 


TRE A E EES #اجتك ةدالق 2ت‎ ۸ EROS EEE ارين‎ 


Kk REESE KE EKA 0100000019 مقدمة‎ -١ 


-١‏ مجموعة « من المعادلات بها « من المجاهيل ومحدّد غير منعدم 


۲ - نظام ” من المعادلات الخطية في « من المجاهيل fi‏ 
۴۳ - نظام المعادلات الخطية المتجانسة 22000111111 
کار Re‏ ل 


المحتويات 


الفصل السابع : المعادلة المميزة لمصفوفة ا 
4 - تحويلات خطية متجانسة م 
° _ تغيير الأساس 0020 7 اا 


١‏ - المتجهات اللامتغيرة تحت تحويل خطي نميو بع جين عرد يم أ 
۷ _ المعادلة المميزة لمصفوفة EEO o‏ 
۸ - المصفوفات القطرية o‏ 


۹ _ الدّوار 212111101011098 


: 2 E HO جه 4ك عا‎ 221784314 TE E HOKE 2343 #8 تمارين‎ 


الفصل الثامن : أنواع خاصة من المصفوفات 


razê المصفوفات التناظرةء مائلة التناظر واطرميشية‎ ٠١ 
E SERRE E المصفوفات المتعامدة والواحدية‎ - ١ 
الاختزال المتعامد لمصفوفة متناظرة حقيقية إلى شكل قطري‎ - ٢ 
0111111 [119 التكافؤ الواحدي‎ - ۴ 
00071777 1 الصيغة القانونية الحاكوبي iاهعة[ [ [ز [ز[ ز ز‎ - ٤ 
51137775715 1 المصفوفات الناظمية‎ _- ٥ 
ارين ل ل‎ 


الفصل التاسع : الصيغ ثنائيّة الخطية 
- مقدمة هندسية MERE OIE TERE LES DES‏ توم + 


۷- الصيغ ثنائيّة الخنطية 1 [آ ت  [‏ [ 5 207377 


الفصل العاشر: الصيغ التربيعية 
۸- الصيغ التربيعية بصورة عامة 8دب-ذبت 110110 
۹ - اختصار الصيغة التربيعيّة إلى عبارة تحوي حدودًا مربعة فقط 


المحتويات 
٠١‏ - طريقة لاجرانج (1.28:308) لتحويل صيغة تربيعيّة إلى 
عبارة نحوي حدودًا مر بعة فقط SEE EE‏ سي iki‏ 


11 1 [ [ [ [ PE تحليل الصيغة التربيعية إلى عوامل‎ -١ 


الفصل الحادي عشر: الصيغ التربيعية الحقيقية 


۲- مقدمة lo O EEE EKER RSE TRAE E ia aaa‏ 
۳ - قانون سيلفستر (911765667) للقصور الذاتي 011058 
٤‏ - تحديد الدليل 0-1111 
٥‏ - توقيع صيغة تربيعية KERE A‏ 1210111110 
5 - الصيغ المحدّدة وغير المحدّدة TTT‏ 
نارين ب ري 
۷ - صيغ نظامية 75بب-ب-101 21110110101 
8 - طريقة كرونكر )Kronecker(‏ في الاختزال وم ات EEE‏ 
TE‏ ام 1 1 1 أذ #1 O‏ 
9 - تطبيق في مسائل النبايات العظمى والصغرى لظ 
ارين E To‏ 
٠١‏ - المميز لمعادلة جيرية ا ei rara ng o‏ 
ارين 3 EE‏ ا اا eo rai‏ 


الفصل الثاني عشر: مصفوفات لامبدا (1.531181<4) 


EES E HEEE EF ORS كثيرات حدود معاملاتها مصفوفات‎ ١ 
11110 9 ۸ العمليات النسبية في حالة مصفوفات‎ _ ۲ 
2210001110001 1 RDN (- التحويلات الابتدائية لمصفوفة‎  ه*‎ 
الصيغة الناظمية لسميث (0)نتم8) أذ‎ - 5 
KEARSE SEAS KS (.- هه العوامل اللامتغيرة لمصفوفة‎ 
EEE ا امه‎ FEE RES ۸ - ا القواسم الابتدائية لمصفوفة‎ 
)؟هچا٤( لاه مز سيجر‎ 


المحتويات 


الفصل الثالث عشر: تكافؤ أزواج من المصفوفات 


8 - نظرية واير ستراس (0355و,ع17/6) ... 


8 - شروط أن تكون مصفوفتان متشابهتين 


تمارين اق وادها 0 aaa KUERTEN ET‏ رحد 


الفصل الرابع عشر: الدّالة المميّزة المختزلة لمصفوفة 


- نظرية الباقي من أجل المصفوفات .. 


كك نظرية کل _ هاميلتون (Cayley - Hamilton)‏ 7 آآ0آ151000010 


20 الدالّة المميزة المختزلة‎ - ٢ 


۳“ نظريّات تتعلق بالدالّة المميزة المختزلة 


ETc 0 0 00120 ز ز زنزز‎  +ز‎ 7-1 BA gy AB المصفوفتان‎ E: 
تمارين ل و‎ 


6" علاقة التكافؤ 00001 |[ salna‏ 
٩‏ - الصيغ القانونية لمصفوفة تحت تحويلات التشابه 4 ER EEE‏ 
1" - صيغة جوردان (10:030) القانونيّة لمصفوفة 2255132555 
۸ - مصفوفات بقواسم ابتدائية خطية 2121111 
۹ - الصيغة القانونية القياسية لمصفوفة 1 1 2111111111 
-٠١‏ المصفوفات معدومة القوى ian ttn Esa‏ 
١‏ المصفوفات الذورية E O ETE‏ 20111 
7 - تصنيف التسامت EE E DEAE HE E EERE OE‏ 

se E ES EEE HEN KEE E E E RESA ارين‎ 


المحتويات 


6 كثيرات الحدود السلّمية في مصفوفة عامة ۸ e‏ 


7 المصفوفتان متساوية القوى ومعدومة القوى الرئيستان 


الموافقتان لمصفوفة معيّنة 20111111 


۷- شروط تُعرّف المصفوفات الرئيسة متساوية القوى RE‏ 
۸- التعبير عن كثيرة حدود سُلّمية (4) م بدلالة المصفوفات الرئيسة 58 
4ح حل معادلات جبرية في المصفوفات i REE EE EES‏ 
١‏ - معادلة المصفوفات 4 - "تبر كص 
مت محصلة كثيرقي حدود 1001-59 1 1 1 aE EE‏ 
۲ - مميّز وير (و۷) 6 sme cE E‏ 


REESE RSENS AS Eh fae ee نص المسألة‎ -٤ 
j ول اق‎ FESS مم سمه ور جد‎ E aE سلسلة من المتجهات‎ -6 
amana الاختزال إلى الصيغة القانونيّة القياسيّة ب‎ - 
i EES [8 صيغة جوردان (105030) القانونية‎ - ۷ 
11210715151 [| [| [| [| [ 00 تمارين‎ 


الفصل الثامن عشر: تكافؤ أزواج الصيغ 
57 أزواج الصيغ ثنائية الخطية 021535115101151 
8 - تغيير الأساس 1011[ 1[ؤ0 1 1011101101101 


٠١‏ - العبارات القانونيّة من أجل زوج من الصيغ ثنائية الخطية 


في الحالة غير الشاذة 5 قط طبه ese‏ 
١‏ - مصفوفات متناظرة ومصفوفات مائلة التناظر TTT‏ 
7- شرط تلاؤم مصفوفتين aE HEEE EEE E eae‏ 


المحتويات 

53-59 عبارة قانونية لزوج من الصيغ التربيعية في الحالة غير الشاذة‎ E 
0000# [1 ب77١ 8ت تفسير هندسی‎ 
577 تصنيف أزواج الصيغ التربيعيّة في ثلاثة متغبرات‎ - 

EE RAE SEE SSE Eso! <7 ز‎ > > <>727 eka تمارين‎ 

الفصل التاسع عشر: المصفوفات التبادلية 

E BNE 1 ز ز‎ SA SESE EEE صياغة المسألة‎ - ۷ 
E TEE BEE 11 1 116١ استخدام صيغة جوردان القانونية‎ - 


8 المصفوفات ا حرئية متساوية القوى ومعدومة القوى 


ORE EINER EA PRET EERE EE ۸ الموافقة لمصفوفة‎ 
XECE REORDER jA SRR Ha البرهان على عدم صحة حدس‎ ٠ 
205013101011 1 مجموعات المصفوفات المثلثة کیرد‎ _- ١ 
1111 111 1 111 المصفوفات شبه التبادلية‎ ٠ 
7 Eo تمارين‎ 


۴ - تفاضل وتكامل مصفوفة 111 1 1 2111111111111 


1111111 1 سلاسل القوى المصفوفاتية‎ _-٠ 
ENIS Scent حل مجموعة معيّلة من المعادلات مس‎ -5 


الس الأول 


أساسيسة 
١‏ الحلقات والحقول 


لنعتبر مجموعة #. من العناصر ... .© ,5 ,© وقاعدتي تركيب سندعرهما «الجمع» 
(وكتب 5 + »)٩‏ و«الضرب» (وتُكتب 5ه » 4.8 . ۵ه ) بحيث إنه إذا كان هو ط 
أي عنصرين من #. » فعندئذ يكون ط + 4 و 0ه عنصرين من #. معرفين بصورة 
وحيدة. لنفرض» بالإضافة إلى ذلك أن عمليتي الجمع والضرب تخضعان للقوانين 


الخمسة التالية: 

ED‏ ,» + 5 = 0ط + ه (قانون الإبدال في الجمع) 
(12) + (( + ) = 0 + 0) + » (قانون الدمج في الجمع) 
(1.3) للمعادلة ا = به + ۾ حل دائم في 2#. 

)1.4( (ه) = (050)ه (قانون الدمج في الضرب) 


ba + e (1.5)‏ = و + 0( زمه + مه = © + 0)» (قانون التوزيع) 
فمجموعة العناصر التي تحقّق الشروط المذكورة أعلاه تسمّى حلقة . 

وكل ما يعرضه الشرط (1.3) هو أن الطرح ممكن دومًا في حلقة . ولم نتخذ وحدانية 
الطرح كفرضية, لأنه يمكن البرهان عليها باستخدام الشروط (1.1) » . . .» (1.5). 


١ 


مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


ونكتب. عندئذ. الحل الوحيد للمعادلة (1.3) على الشكل ۾ - ( - + . 

بالإضافة إلى الشروط الخمسة المذكورة أعلاهء إذا تحققت العلاقة : 
ab = ba (1.6)‏ 
من أجل أي عنصرين اختياريين ۾ » 5 من المجموعة» فنقول عندئذ : إن هي حلقة 
إبدالية (تبديلية) . 

ويمكن البرهان على أن كل حلقة ‏ تحوي عنصرًا وحيدًا 0 » يدعى «العنصر 
الصفري» هذه الحلقة» الذي يتصف بالخاصتين التاليتين من أجل أي عنصر ۾ من 
8 : 
a = a, 01.7‏ + 0- 0+ه 


2 XO = OX û = Û (1.8) 


وإذا احتوت الحلقة #⁄. عنصرا © بحيث إن » = 6ه من أجل أي عنصر »من # › 
فعندئل نقول: إن ء هو العنصر «محايد أيمن» . في هذه الحلقة وبصورة مشامهة. يسمى 
العنصر »f‏ الذي يحقق العلاقة ۾ = 6/ من أجل أي © من 22 العنصر «محايد أيسر». 
وقد لا تحوي الحلقة أي عنصر محايد على الإطلاق. وعلى الوجه الآخر. قد تحوي 
عناصر محايدة يُمنى ولا تحوي عناصر محايدة يسرى» والعكس بالعكس. (انظر 
التمرين ١٠ء‏ فقرة 8). وعلى أي حال, إذا كان للحلقة ##. عنصر محايد أيمن © 
وعنصر محايد أيسر / » فيجب أن يتساوى العنصران. ذلك لأن f‏ = #رمن الشرط 
الأول بين = e‏ بالاستناد إلى الشرط الثاني » وبالتالي =f‏ ». 
أمثلة على حلقات 

مجموعة جميع الأعداد الصحيحة ؛ الموجبة, السالبة والصفر؛ 

مجموعة جميع الأعداد الصحيحة الزوجية ؛ 

مجموعة جميع الأعداد 61/2 + 4ه حيث ۾ و ط عددان صحيحان ؛ 

مجموعة جميع الأعداد النسبية (القياسية) . 
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مجموعة جميع كثيرات الحدود بمتغير واحد ومعامللات حقيقية ؛ 

مجموعة جميع الدوال المستمرة في متغير حقيقي »على الفترة 1 > « > 0 . 

ججخموعة جميع «الرتاعيات» عله + زع + اط + محيث» . 8 ع» 4 أعداد صحيحة 
ووحدات «الرباعية» م ,زز ن تحقق العلاقات 1 - = ) = ترح 2 ) = نز - = زف 
ki = ~ik = j jk = — kj =i‏ . 

وهذا المثال الأخير هو مثال على حلقة غير تبديلية . 

ومفهوم الحلقة مفهوم مهم جدًا في الجبر الحديث المجرّد. وقد ظهر حديثًا عدد 
كبير من الكتب في هذا الموضوع . وعلى أي حال» ولأننا لا نجدف. في هذا الكتاب» 
إلى القيام بدراسة خاصة للحلقات» فإننا سوف لا نتابع المناقشة. عند هذه النقطة. 
لكر من ذلك 

لنعتبر الآن حلقة 5# تحقّق. بالإضافة إلى الشروط (1.1) . . . » (1.6) ٠‏ ما يلي : 
(1.9) للمعادلة 6 = ×ه حل في 2#. إذا كان 0غ 4 . 
فيُقال عندئذ إن الحلقة #. هي حقل”. . 


أمثلة على حقول 
مجموعة كل الأعداد النسبية. (حقل الأعداد النسبية) ؛ 
مجموعة كل الأعداد الحقيقية؛ (الحقل الحقيقي) ؛ 
مجموعة كل الأعداد المركبة» (الحقل المركب)؛ 
مجموعة كل الأعداد من الشكل 5772 + ۾ حيث ۾ و ط عددان نسبيان . 
مجموعة كل الدوالٌ النسبية (:) ۾/ (:)/ بمتغير واحد ومعاملات حقيقية ؛ 
مجموعة كل المصفوفات 2 ×2 من الشكل أ۵- ©|حيث ۾ وط عددان س 
وكل ما يعرضه الشرط (1.9) هو أن عملية القسمة تمكنة دومًا في حقل2. باستثناء 
القسمة على الصفر. ونرمر لخارج القسمة» الذي يمكن البرهان على أنه وحيد» بالرمز 
.b/a‏ 


٠‏ ويوجد دائًا عنصر محايد وحيد في حقل ۶. » ونرمز له عادة ب 1 » بحيث نكتب 


من أجل أي عنصر »من الحقل : 
aI (1.10)‏ 


٤‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
وبالإضافة إلى ذلك إذا كان 0 = مه في حقل» «ca#O0gy‏ فعندئذ 0= ط ؛ أي 
أنه يمكننا دائًا القسمة على عنصر يختلف عن الصفر. 
" - المصفوفة 


ترف 
إذا كانت بره ء٠٠٠‏ موب 4 عناصر من حلقة © » فإن العناصر ال 7ر 
aii Gê dın‏ 
laa Q2 dan 2.1‏ = 1 


RS e‏ يا ده 
مرتبة في جدول مستطيل يحوي « صما و ۸ عمودًا تدعى مصفوفة (” × «) فوق 
الحلقة 2# . 

وبصورة عامة نرمز للمصفوفة (2.1) بالحرف الكبير 4 بمفرده. وكثيراً ما يكون 
من المريح أن نرمز للمصفوفة 4 بالرمز المختصر (ن6) أو |أرها| » حيث يرمز ره 
إلى العنصر الواقع في الصف : والعمود ز من 4.. ويجب ملاحظة أن المصفوفة ليست 
أبدّا كمية بمفردها. ولكنها مجموعة كميات» أو عناصر؛ وإذا تغير عنصر واحد فإن 
المصفوفة تتغير. 

وأحد أبسط الأمثلة عن مصفوفة هى المصفوفة (5 - ,2) ذات الصف 
الواحد والعمودين » وهي تمثل الإحداثيات الديكارتية (الكارتيزية) لنقطة م في مستو؛ 
والمتجه ذو ال ١‏ بعدًا (,4 ,... ,,6) هو مصفوفة بصف واحد أو عمود واحد. 

ويُسمى العددان ”و « بعدي المصفوفة» ونشير إلى 4 على أنها ”في ۸ أو 
« × : مصفوفة (ونرمز لها أحيانًا بالشكل 4 ). وإذا كان » = :” فالمصفوفة 
مربعة. وعلى أي حال تدعى العناصر Cg hens‏ بره العناصر القطرية, أو 
عناصر القطر الرئيس . ونشير إلى مصفوفة فيها « صفا و « عمودًا على أنها مصفوفة 
مربعة »7 » أو مصفوفة مربعة من المرتبة . 


ومن أجل معظم التطبيقات ستنتمي عناصر المصفوفة إلى حقل الأعداد الحقيقية 
أو إلى حقل الأعداد المركبة . وعلى أي حال» وباستثناء حالات تتضمن عملية القسمةء 
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لا يكون من الضروري الافتراض بأن العناصر تنتمي إلى حقل . وعندما نستخدم 
مصطلح «الحلقة الإبدالية» فسيجد الطالب أنه من المفيد أن يتصور حلقة الأعداد 
الصحيحة كمثال. وربا يكون من الأفضل أن يتصور مجموعة كل كثيرات الحدود 
بمتغير حقيقي × ومعاملات حقيقية . 


۳ - بعض العمليات مطبّقة على المصفوفات 
تعريف 
نقول إن ا مصفوفتين ( ره) = 4 و ( ر8) = 8 » اللنين تمي عناضرهها إلى حلقة 
©2. » متساويتان إذاء وفقط إذاء كان ها الأبعاد نفسها ( صفا و «عمودًا)» وكان كل 
عنصر من 4 مساويًا للعنصر ا موافق من 8 ( رط = ره ؛ f= gt‏ لوس USL‏ 


وبصورة خاصة» نقول إن 4 هي الصفر إذاء وفقط إذاء كان كل عنصر من ۸ 
مساويًا للصفر. ونكتب في هذه الحالة 0 = 4. 
تعريف 

نعني بمجموع (أو فرق بين) المصفوفتين 4 و 83 » المصفوفة 
8 ± 4 = © التي يساوي كل من عناصرها ر» جموع (أو فرق) العنصرين ا متوافقين 
من 4 و 27. 


لاحظ أن المجموع والفرق غير معرفين ما لم يكن ل 4 و 8 الأبعاد نفسها. 
ولاحظ أيضًا أنه إذا كان 8 = 4 فإن 0 -8 - 4 , حيث يرمز 0 لمصفوفة الصفر. 

ولتمييزها عن المصفوفات» نشير غالبا إلى عناصر حلقة # ؛ أو كثيرات حدود 
في متغير واحد أو أكثر» وبمعاملات في 32 ؛ على أنها أعداد سلّمية» ونرمز للأعداد 
السُلّمية بأحرف لاتينية صغيرة ۾ » 8 » 6. ۸ء 1ء ٠...‏ إلخ» أو بأحرف يونانية 
صغيرة ۾ » 8 » ر ٠...‏ إلخ. وسنستخدم الأحرف اللاتينية الكبيرة كرموز 
للمصفوفات والمتجهات . 
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تعريف 
إذا كانت ۸4 مصفوفة فوق حلقة إبدالية #. و«عددسلّمي . فنعني ب ۸4 أو ۸4 
الصفوفة التي نحصل عليها من 4 بضرب كل عنصر ب ۸. 


إذا کات کک B,‏ ,4 عبارة عن مصفوفات ( × ) فوق 7# 3 وكان ۸ و/عددين 
ا » فمن السهل إثبات ا خواص التالية : 


A+B=B+A,A + )8 + 0( = (A + B) + C; (3.1 

(3.2( قابلة للحل دان A+X=B‏ 

k(A + B) = (A + B)k = kA + kB = Ak + Bk; )3.3( 

(k + DA = kA + 14 = Ak + Al = )ل‎ + 8 (3.4) 

(kDA = k(A) = (kA) = ل‎ )81( = (AR. )3.5( 
ضرب المصفوفات‎ - ٤ 

تعريف 


لتكن المصفوفة (ر) = 4 وا مصفوفة (رم) = 8 معرفتين فوق حلقة . فعندئذ 
نعني با جداء 4 » مكتويًا بهذا لريب » ال رم = ع _بحيث إن: 
aly; = Sails (4.1)‏ + °°° + روطويه F‏ ررطرية = رن 

aE تك‎ e 

وما بهمنا عادة هو الحلقات الإبدالية التي يمكننا فيها تغيير ترتيب المقادير ۾ ,0 في 
(4.1). وعلى أي حال» ففى حالة كون الحلقة © غير إبداليةء يجب كتابة المقادير »عن 
يسار المقادير 6 في الجداء 48. 

وهذا يعني أنه إذا كانت #مسجوية 7 7/8و مصقونة 82 4 > فلكي يوجد 
ادا 8ب أن يوق » سين ولع ن ذلك بقولنا: إنه يجب أن يتساوى البعدان 
المتجاوران ل 4 و 8. ويُعبر الكتّابِ الإنجليز عن ذلك بقوهم : إن 4 و 8 يمتثلان 
لعملية الضرب . وإذا تحقق هذا الشرط. فعندئذ تكون 48 مصفوفة أبعادها (و × ) 
والعنصر منها الواقع في الصف ا والعمود ¡ هو مجموع جداءات عناصر الصف امن ۸ 
بالعناصر الموافقة في العمود زمن 8. وإذا كانت أبعاد 4 هي : “ا :7 وأبعاد 8 هي 
۾ × فلا يكون الجداء 84 معرّقًا مالم يكن «-ي. 0 


مثال 
30 ا :2 . : 58 
َ 5 0 0 4 3( 
فعندئد 
i es 1)1) + 2)0(| - 3‏ 
(38- 6) 40 + (1-)3 (4)0 + )3(2 
0 دحا 
عن 3 5 AB.‏ ع = BA‏ 
وعلى الوجه الآخر نجد أن: 2 : | 
ويمكننا مباشرة برهان النظرية التالية : 
نظرية )١- ٤(‏ 


إذا كانت 4 مصفوفة ۸ × » 83 و € مصفوفتين 4 × ۸ » فعندئذ 
AC‏ + قم - © + 8) ه ؛ أي أن جداء الصفوفات توزيعي بالنسبة للجمع . 


قبل كل شىء نلاحظ أن المصفوفة © + 8 هى مصفوفة ۾ ا« بحيث إن أبعاد 
اتشر الأيسر من لدا هي 4 × . وبالإضافة إلى ذلك فإن كل حدٌ من الطرف 
الأيمن هو مصفوفة ۾ × 2« . أي أن للطرفين الأبعاد نفسها. فيلقى غاا فقظ أن نبي 
أن العنصر في الموضع (ز ,:) هو نفسه في الطرفين ؛ والعنصران في الطرفين اللذين يمثلان 
الموقع (ز ,:) هما على الترتيب . ١‏ 
Deis (4.2)‏ 4 اميه كر و اه 

وبما أن عناصر المصفوفات الثلاث تنتمي إلى حلقة» فإنها تمق الشرط (1.5) 
وبالتالي فإن العبارتين في (4.2) متساويتان . 


نظرية ٤(‏ -1) ْ 
إذا كانت 4 » 8 » و© ثلاث مصفوفات أبعادها على الترتيب ۸ × د » عر × , 
و و × م» فعندئذ © (48) = (80) 4 ؛ أي أن جداء المصفوفات دامج . 
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نلاحظ أولا أنّ كلا من الجذاءات في النظرية هو مصفوفة ۾ × « . وعناضر 

الصف امن ۸ هي 

Qis Gia; ٠٠“ م0 ر‎ (i= 1, ٠00,0 
: هي‎ 8٤ في حين أنْ عناصر العمود زمن‎ 

0 Dutt, 3 Dai, *** , 3 Dare; 
حيث ينتشر دليل الجمع ؛ في جميع الحالات من 1 إلى م . وبا أن عنصر الموضع (ز,)‎ 
8 1 من الجداء (80) 4 هو‎ 
Za. مه‎ ucu: 

وبما أننا نتعامل هنا مع مجاميع منتهية» فيمكن تغيير ترتيب المجاميع لنجد : 
ولكن هذا هو بدقة العنصر من المصفوفة © (48) الذي يحتل الموقع ([ ,خ). وهذا 
يبرهن النظرية. وبالإضافة إلى ذلك يمكن البرهان بعملية استقراء بسيطة على أن 
النظرية صحيحة من أجل جداء أي عدد من المصفوفات . 

وبها أن فرق وجداء مصفوفات مربعة ۸ × , هو مصفوفات مربعة ۸ × ۸ 
فلدينا بالنظر إلى (3.1) » (3.2) والنظريتين )١ - ٤(‏ و(٤‏ - 5) النظرية التالية : 


نظرية ٤(‏ - ۳) 
جموعة كل ا مصفوفات ال مربعة « × « بعناصر من حلقة إبدالية ى » تشكل 
حلقة (غير إبدالية) . 
لنرمز ب ,1 للمصفوفة المربعة « × ۸ التي تحوي 1 في القطر الرئيسي وأصفارًا فيي 
عدا ذلك ؛ مثا : 1 8 ا 
I= |0 1 0|.‏ 
1 0 0 
عندئذ إذا كانت 4 أي مصفوفة « * 7 . فمن السهل أن نتحقق من أن : 
IA = Al, = A )4.3(‏ 


وفضلا عن ذلك فإن ,1و ,اهما المصفوفتان الوحيدتان اللقان تتحقق (4.3) 
معهما من أجل كل 4 . ذلك لأنه إذا كانت 4 مصفوفة أبعادها # × :: وفرضنا 
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أن 4 = 4× من أجل كل مصفوفة 4 . فتلاحظ اول أن × يجب أن 
تكون مصفوفة مربعة ” × * . ذلك لأنه فيا عدا ذلك لا يكون ل 4× أبعاد 
4 نفسها. لنأخذ بعد ذلك ,1 = 4 فعندئذ وباعتبار أن × = ,1× » وأن 


,1 = ,1× بالفرض » نستنتج أن ,1 = ×. 


1 1 1 3 2 
A= 1 1 1‏ ,|6 5 
ا الس ]= 10 6 


فعندئذ نجد من أجل هذه المصفوفة 4 بصورة خاصة أن 4 = 4× » ولكن العلاقة لا 
تصح لكل 4 . 

إذا كانت 4 مصفوفة مربعة» فمن أجل الجداء 44 نكتب 4 . ومن أجل 
(44) 4 = 4 (44) » نكتب 4 . وإذا كان أي عدد صحيح موجب» فمن السهل 
البرهان بالاستناد إلى النظرية ٤(‏ - ؟) أن الجداء 4 ... 4 4 » الذي يحوي :7 
من العوامل» معرّف تمامًا. وسنكتب هذا الجداء على الشكل ”4 . 


لاحظ أنه إذا كان 


5 الجداءات مع التحزئة 
لتكن 4 مصفوفة ۸ × 7 و8 مصفوفة و × ۸ » بعناصر من حلقة إبدالية ‏ . 
لتكن ,”» و7 R$‏ و7 ؟ cQ‏ ره أعدادًا صحيحة موجبة بحيث إن: 


em, + m= m‏ ع يس + يم + n‏ ۾ = رو + رو » ولنجزيء 4 و 8 کا هو مبين 


أدناه: 1 5 1( 
mM IMI Mm hh! Qa‏ 
0 وا TT‏ 
n‏ ا B=‏ ا کا 
=| ا 
د لط 0 مآ 1 7 ا : 5 Fe‏ 
dm‏ تسد - ا - زم 


لاحظ أن صفوف 8 مجزأة تمامًا بالطريقة نفسها التي نجزيء فيها أعمدة 4 . ويمكن 
عندئذ النظر إلى كل من المصفوفتين ۸ و 8 وكأنها مصفوفة عناصرها هي بدورها 
مصفوفات» وهكذا يكون 
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Bu Bıa 
ت‎ ٨ B= Ba Bah, G1 
21 22 23 Ba Bs 


حيث أبعاد ۸ » ور عم إلخ» هي ,7 × 710717 × 717 ) إلخ. اش الآن أنه 
يمكن الحصول على الجداء 48 ٥=‏ . ولذلك نكتب : 
(5.2( اھ + ووظويك + AuBu + AaB + ABs AuBıa‏ 


C= AB = 
AaB ۴ An Ba + دو ل 1 4م دروك‎ ۴ AaB 


2 ب‎ 
Cn Cn 

حيث :)هي ال مصفوفة ,© × :7. 
Ci = AaB; + AaBar + ABs: (5.3)‏ 
لاحظ أنه في العبارة الواقعة في الطرف الأيمن من (5.3) » لا تكون المصفوفات ر4 » 
بصوره هة عامة» قابلة للمبادلة B;‏ » بحيث يجب كتابة ال 4 على اليسار عند 2 
الحداء .AB‏ 

والآن نجد في (5.3) أن أبعاد المصفوفة 4 هي ,” × :0 بين| أبعاد المصفوفة 8 
هې 4 50 ب”. ومنه نجد أن أبعاد ر 8 4هي Mm; x 4j‏ . وبصورة مشابهة ع - أن كل 
حدٌ من الطرف الأيمن من (5.3) أبعاده ره × ,وبالتالي فإن مجموعها معرّف وأبعاده هى 
ن q;‏ 716 
لنشكل بعد ذلك العنصر الواقع في الصف » والعمود امن ©. 

Cu = 2 - 5 aub, F طايه 5 5 + ادم‎ 


“ntne 


(5.4) 


والآن إذا كان ,> ۸> 1 . ,و >1> 1. والمجاميع في الطرف الأيمن هي 
ري الصف د عي يه 1 1 وني و د AP‏ ؛ بحيث 
عضت + =1» حيثك ف ID 21 / <q, «1k‏ 
الموافق للموقع (/ ,'6) من رر٤.‏ وهذا يُبرهن قاعدة الضرب بالتجزئة . 


مفاهيم أساسيّة ١‏ 


والحالة ذات الأهمية الخاصة هنا هي التالية : لتكن 4 » 8 . © » . . . مصفوفات 
مربعة ١‏ × 7 بعناصر من حلقة إبدالية 28. . لتكن ,7 ر '. . . ,أعدادًا صحيحة 
موجبة بحيث إن ۸ = مم + ... + ر" + ,7 ولنجزيء كل مصفوفة كما يلي : 


An) mı‏ 1 1 ل ا دحك 

(5.5) و" ا ا A‏ 
|00 ا 1 A=‏ 

e ات‎ E 2ه‎ 

An 1 Aaa! ١ ماك‎ 00 

lew‏ سصم امس ما ماد أده 

mı i ma 1 3 


أي أن كل مصفوفة مجزأة بالنسبة للصفوف ماما بالتجزئة نفسها الموافقة للأعمدة. وهكذا 
يمكن اعتبار 4 » على سبيل ا لمشال» كمصفوفة 5 × 5 عناصرها ودغي سارت 
»ا .وبا أن كلا من المصفوفات الباقية 3 » © » ومن الت مجحزأة بالطريقة نفسها 
تماماء فلا يمكننا تشكيل الجداءات فحسب» وفقًا للطريقة المشار إليها يد وإنيا 
يمكن أيضًا تشكيل المجاميم والفروق؛ وهكذا نكتب: 
A+B = )4 kB).‏ 
تمارين 


0 1 0 0 1 
A= , 8= , = <3‏ 
١‏ ) إذا كانت 1 8 1 1 ر ا 


فأوجد تام نص 2ن AB‏ < فق «CA «AC‏ عق .CB‏ 
۲ © لذا كانت 


1 مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


2 
فبين أن 2-1 - 2ه = A?‏ « © م8 قى BC= A‏ - 8 و8 .AC= CA=‏ 
۳ ) السؤال (۲) نفسه لكل من الثلاثيات التالية من المصفوفات 


و الج به هت 4 8 
3 > يد اضق ل ك ا 
5 وات وزات = @ 2 
00 1- 
;|3 5- ا 
85 8 لات 
8- وي 4 2 e‏ 
,إ4 4 1-| دجس ,4 3 56 
ت و د = و 8 
8 7 اق 
;8 6 3-|=€ 
فب 7 8 
i 18‏ #2 ب الو 1 
a=| 4 85 4, B=|3 5 3l,‏ 
الاحد قل هت کک القت كت 
7 10 5 
C=| 6 9 7‏ 
15- 20- 12- 
8 ف 4 لت @ 0 
كنت إن يه وه اسه |8 ف واس 
فبين أن قت 8 ا 8 وت 2 
A* = B? = [(1/2) (A + B) =1‏ + 0= ترم -ى 
8 ¥ 38 نت هات ات 
8 کس ,إت © تاصق اه 58 1 اص 


مقا اة ۳ 


و أي عدد» فين أن 
[KD + (1 K)EÎ =1‏ 


5 ) إذا كانت Mh E‏ 
,اق 5 4 أك 
3 8ت د 
e‏ 
فبين أن 0 -107 + 114 - تلقل 
۷ ) إذا كانت 4 2 1- وت وب 2 
,لف وك 1 ١|‏ ك8 ,ي 8 داكن 
@ 8 تت كت وت 8 


فبين أن ا = 1 » و ۷ = ۷2 (يقال: إن ل8 و ۷ متساويتا القوى)؛ بين أيضًا أن 
U+V=1[ ( UV=VU =0‏ 


۸ ) إذا كانت 
3 2 1 
X= 1 2 3‏ 
8 2- 1- 


فين أن 0 -22. يقال: إن × معدومة القوى . 


٩‏ ) إذا كان 
= د أ :8 13 کے 1 
,اه 8 1 2-|دج ,أق- 1 2 A=|‏ 
2 1 2 3 3 2 5 
6- 0 6 5 
,أ 4 2 1ه| =۲ 
3 2 3 4 


1٤‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


فين أن ۸۲ = ×4 مع أن ۷ + ×. 
ع من آذه إذا كان ,»© . ره عددين من حلقة الأعداد الصحيحة فإن مجموعة 
المصفوفات 2 × 2 من الشكز 1 E, e‏ 
و0 6١‏ 


تتضمن عناضر غخايدة يسرئ: ولا تتضمن عناصر محايدة يمنى . 


mî BF إذا كانت‎ ١ 
a=|01 ¢ dl د‎ . 

,1 0 5 1ك 60-16 

00 0 -1 


500 ظط‎ 0 E 
4 © 2 فين أن ,1 = 7 ] = 4 بصرف النظر عن الأعداد ه,‎ 
؟) إذا کان‎ 

وت - 
14 3 1 

1 Is 0 2 ۳ 1 C= 7 ا‎ 

0 —l, 0 2: ¥ 4 
.AB + BA = AC + CA = BC + CB = —21, + A? = B? = © فين أن باع‎ 


۳( ا كات اسار ريط ی الع اا ر 
۸ × » فلا بد أن تكون × مصفوفة من النوع ۸1 » حيث إن #عدد سلّمي . 


اق الال 


الغواص 
الأساسيّة للمحددات 


2 محدّد مصفوفة مربعة 
لتکن a‏ يض ع 
)6.1( موه ***° A= lan dı‏ 

يساس ت e‏ 
مصفوفة مربّعة ” × ۸ تنتمي عناصرها ره إلى حقل ما » مثلاء حقل الأعداد 
النسبية . فتقترن ب 4 دوال سَلْمِيّة معينة» ونعني عناصر من الحقل حى » ذات أهمية 
كبيرة . وإحداها هو محدّد المصفوفة (ويُكتب على الشكل |4| ) الذي سنبدأ الآن في 


تعريفه . 

لنعتبر عنصرين .© »من المصفوفة (6.1) لا يقعان في الصف نفسه أو في العمود 
نفسه من هذه المصفوفة» أي أن» ۸ ۶و 1ز فإذا وقع واحد من هذين العنصرين 
إلى يمين وفوق العنصر الآخر دعي الزوج «زوجًا سلبيا» ؛ وفيم) عدا ذلك يدعى الزوج 
«زوجًا إيجابيا» . وعلى سبيل المثال» الزوج يره» ,ره هو زوج سلبي بينها ره و ,6 زوج 
إيجابي . ونستطيع الآن عرض التعريف التالي : 


تعريف 
لتكن 4 مصفوفة مربعة (a)‏ بعناصر من حقل ی 1 لنكتب كل ا جداءات 
ا ممكنة التي يحوي كل منها #عاملاء والتي نحصل عليها باختيار عنصر واحد وواحد 


فقط من كل صف ومن كل عمود . 


ف مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 

وسيكون لدينا !۸ من مثل هذه الجداءات . وفي كل جداء نقوم بإحصاء العدد © 
من الأزواج السلبية . وإذا كان 0 زوجيّاء تلحق بهذا الجداء إشارة موجبة ؛ أما إذا كان 
© فرديًا فنلحق إشارة سالبة. والمجموع الجبري لكل هذه الجداءات ال !۸ هي قيمة 
مفكوك (نش) || » أي أن: 

(1D @rc dai, *** Cains (6.2(‏ 2 = إللم| 


حيث تتخير راء راء ...»2 ,افوق جميع التباديل ال /* الممكنة للأعداد 
1 ...ع" ويشير إلى عدد الأزواج السلبية في الجداء . 

وعلى سبيل المثال. إذا كانت 4 = ۸ فإن الجداء و4 ووه پږه وه هو 
باستثناء ما يمكن أن يتعلق بالإشارة. حدّ من مفكوك |4| . وبما أن الزوجين 
)4 د212( EK‏ 12 ) إيجابيان في حين أن )4“ دور©) » (ويه 2( < )® ې( 
و (بي6 وږه) هي أزواج سلبية» فإن 4 = 5 » ويكون الجداء كا ذكرناه (أي بإلحاق 
إشارة +) هو حدٌ من مفكوك اما 


ويمكن تحديد الإشارة التي سنضعها أمام حدّ بطريقة أخرى. لنعتبر المتبادلة 
بلع ونه ود مه #التجموعة eR A ENN‏ ا 
ولنقل الترتيب 1 . 2 . . . . » ۸ كترتيب طبيعي . ويُقال عندئذ إن متبادلة ما تحوي 
عددًا من الارتدادات يساوي إلى عدد الظروف التي يتبع فيها عدد ما عددًا آخر كان 
في الترتيب الطبيعى سابقا له. وهكذا إذا كان الترتيب الطبيعى 1ء 2ء 3 » 4ء فإن 
المتبادلة 4132 م الارتدادات الأربعة 42,32 ,43 ,41. 1 

لنعتبر الآن عنصرين .هو ره (۸ ۰1# 1 () مختارين من صفين مختلفين ومن 
عمودين مختلفين من المصفوفة 4 في (6.1). لنفرض أولاً ۸ >: » بحيث يقع ,»في صف 
فوق الصف الذي يقع فيه ي,». فعندئذ يكون الزوج (:,ه ,ره) زوبًا موجبًا أو سالبًا وفقًا 
لوقوع »في عمود إلى يمين أو إلى يسار العمود الذي بقع فيه ره » أي وفقًا لما إذا كان 
1> زأو: <زء أو إذا كانت المتبادلة از تمثل أو لا تمثل ارتدادًا عن الترتيب الطبيعى 
2 .وق اليف من امل وو آله إذا 1 شرفي 448 فسيكون 
الزوج (» ..ه) زوجًا موجبًا أو زوجًا سالب وفقًا لما إذا كان مجموع الارتدادات المتمثلة 


اخراص الأساسيّة ادات 17 


في ن واز» زوجيًا أو فرديًا: ويمكن الآن الإفصاح عن التعريف البديل لمفكوك عدّد ۸4 
على شكل نظرية : 


نظرية )١-5(‏ 
لتكن 4 مصفوفة مربعة ۸ × ۸ بعناصر في حقل ى . فعندئذ: 


n! 
4| 2 منوهرنره"(1-)‎ ٠٠" .نه‎ 
الممكنة للأعداد‎ ۸١ لتباديل ال‎ ١ بک تکوم ع :د ,أفوق جميع‎ 


(6.3( 


Û‏ و قاع وو وغ ” ؛ مأخوذة جميعها في وقت واحد. وحيث © هو عدد ارتدادات 
٠... Chê‏ عن الترتيب الطبيعى 1 . 2» EERE‏ 
۷ - النظريات الأساسية المتعلقة بالمحدّدات 


تعريف 

إذا كانت 4 مصفوفة :7 »7 فا مصفوفة :>“ ۸ التي نحصل عليها بجعل الصفوف 
أعمدة والأعمدة صفوفاء دون المساس بترتيبها 58 تدعى منقول (مدوں 4. 
والرمز الشائع لنقول 4 هو '4. وكمسألة رموز سنجد من المريح أن نرمز ب '»للعنصر 
من '4 الواقع في الصف : والعمود ز. وينتج عندئذ أن ,ره = ن'6. 
تعريف 

إذا كانت 4 مصفوفة « × عناصرها أعداد حقيقية أو مركبة » فتدعى ا مصفوفة 
۸ × 1 » التي نحصل عليها من 4 بأن نضع بدلا من كل عنصر ره مرافقه ر » 
ا مصفوفة ال مرافقة ل 4 (أو مرافق 4 ). ونرمز عادةً لمرافق 4 ب 4. ومنقول 4 » وهو 
بوضوح مرافق '4 بالضبط» يدعى مرافق منقول 4. ولتجنب أي لبس مع المعكوس 
"4 الذي سنعرفه فيه| بعد» نرمز لمرافق منقول 4 بالرمز "4 بدلاً من ۸. 


نظرية )١-۷(‏ 
إذا كانت 4 مصفوفة مربعة فإنه |'4/ = |4| » أي أن محدّد مصفوفة مربعة 4 
يساوي حدّد منقوها . 


14 مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


لبرهان هذا نلاحظ أن كل جداء في المجموع (6.2) يحوي كعامل عنصرًا واحدّاء 
وواحدًا فقط من كل صف ومن كل عمود في |4| ؛ ولذلك فهو يحوي عنصرًا واحدّاء 
وواحدًا فقط من كل عمود وکل صف من |4| . ومنه» وباستثناء ما يمكن أن يتعلق 
بالإشارة» يكون كل حد من |۸4| هو حد من |4| » والعكس بالعكس . وفضلاً عن 
ذلك» ينبغي أن يكون واضحًا أن زوجًا ('» ,)في |4| هو زوج موجب أو سالب 
وفقًا لا إذا كان (ي» .ر6) زوجًا موجبًا أو سالبًا في 4.. وبالتالي فإن عدد الأزواج السالبة 
في كل جداء هو من أجل |4| نفسه من أجل |4| . وحدود |/4| هي لذلك متطابقة مع 
حدود |4| . 

ونستنتج من هذه النظرية أن كل نظرية في المحدّدات تتعلق بأعمدة مصفوفة 
تقابلها نظرية موافقة تتعلق بصفوف هذه المصفوفة » والعكس بالعكس . 


نظرية 90 -؟) 

إذا كانت 4 مصفوفة تقع عناصرها في حقل الأعداد ا مركبة » فإن محدّد مرافق 4 
يساوي مرافق محدّد 4 » أي أنه إذا كان |۸| = ۸ فعندئذ |4| = ۸ 

لمح هلا من اق أرسيث في اللي الاي شرل ,إتاسراقق رع 
عددين مركبين أو أكثر يساوي إلى مجموع مرافقاتهاء ومرافق جداء يساوي إلى جداء 
المرافقات . وبا أن |41| هو مجرّد بجموع جبري لحداءات معيّنة من عناصر 4 فإن النظرية 


106 
نظرية (۷ - ۳) 

إذا كانت كل عناصر صف (أو عمود) من مصفوفة مربعة 4 تساوي الصفرء 
فعندئذ 0= |4/ . 


ذلك لأن كل جداء في مفكوك |4| المعرف في (6.2) يحوي . كعامل» عنصرًا من 
هذا الصف. وبالتالي فهو صفر. 
نظرية 1 - )٤‏ 

إذا ضربنا جميع عناصر صف (أو عمود) من مصفوفة مربعة 4 بعنصر + من 
ا حقل» فإن حدّد ا لمصفوفة يُضرب ب ٭. 


الخواص الأساسيّة للمحدّدات 1 


وهذا ناتج من حقيقة أن كل جداء في المفكوك (6.2) يحوي كعامل عنصرًا واحدًا 
ماما من الصف أو العمود المذكور في النظرية . ولا تتأثر خاصة الإيجاب أو السلب لأي 


زوج . وعلى سبيل المثال: | را به a bı ke,‏ 
أيه kel = k la, Db,‏ يط a»‏ 
نظرية 5 -ه)2 ا وه نه bs keı‏ و6 
إذا تبادل صفان (أو عمودان) من مصفوفة موقعيهاء فإن محدّد ا مصفوفة يغير 
إشارته . 


نبرهن هذه النظرية أولاً من أجل ا حالة التي يكون فيها الصفًان المتبادلان صفين 
متجاورين. ولنفرض عندئذ أننا نرمز ب ,4 للمصفوفة الناتجة عن تبديل صفين 
متجاورين في 4 بحيث يأخذ كل منها موقع الآخر. ويتضح بالبداهة أن كل جداء في 
الجموع (6.2) هو باستثناء ما قد يعود للإشارة. حدّ من |4| » باعتبار أنه يحوي 
كعامل عنصرًا واحدًا وواحدًا فقط من كل صف ومن كل عمود من ,4 والأمر نفسه 
أيضًا بالنسبة ل 4. ويتصف أي زوج (بيه ,ره) من جداء ما بأنه إما أن لا يقع أي أو 
يقع واحد فقط» من عناصره في أحد الصفين المعينين» مثل هذا الزوج لا يطرأ عليه 
أي تغيير فيا يتعلق بخاصة الإيجاب أو السلب. والزوج الوحيد من العناصر الذي 
تتغير فيه خاصة الإيجاب أو السلب هو الزوج المأخوذ حو الف ن الان حل كل جا 
محل الآخرء وني هذه الحالة فإن الزوج الموجب يتحول إلى زوج سالب والعكس 
بالعكس . وبالتالي فإن مبادلة صفين متجاورين تزيد أوتُنقص عدد الأزواج السالبة في 
كل جداء بمقدار الواحد. أي أنها تغير عدد الأزواج السالبة من عدد زوجي إلى عدد 
فردي» أو العكس . وهكذا تتغير إشارة كل حدّ من حدود مفكوك المحدّد أي أن إشارة 
المحدّد تتغير. 

لنعتبر الآن مسألة المبادلة بين الصفين : و ز (ز >:) ولنفرض وجود » من الصفوف 
بين الصف :و الصف ز. وبمبادلة الصف زعلى التوالي مع الصفوف ال1 +6 التي تسبقه 
مباشرة» نضع الصف زفي الموقع ¡ . وعندئذ وبمبادلة الصف #عل الال مع الصفوف 
ال 4 التي تليه مباشرة» نضع الصف :في الموقع ز r.‏ فإننا توا التحويل المرغوب 
فيه بوساطة 1 + 2۸ من التغييرات الت , تتناول صفوفا متجاورة. وبا أن كل تغيير في 


۲۰ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


الصفوف المتجاورة يغير إشارة المحدّد وأن 1 + 2۸ هو عدد فردي» فمن الواضح أن 
إشارة المحدّد تتغير. 


نظرية (۷ -5) 
إذا تطابق صفان (أو عمودان) في مصفوفة 4 فإن 0 - |4/ . 


ليكن |4| = 4 و |4| = ,4 » حيث ,4 هى المصفوفة الناتجة عن 4 بعد مبادلة 
الصفين المتطابقين فيا بينهها. فمن الواضح أن 4 = ,4 باعتبار أن الصفين متطابقان 
وبالتالي فإن 4 = ,4. ولكن من خلال النظرية السابقة 4 - = ,4 وبالتالي 4 - =4 » 
0 > 24 أي 0= 4. [نفرض هنا أن عناصر 4 لا تقع في حقل مميزه 2 ] . 


نظرية (۷ - ۷) 
إذا تناسب صفان (أو عمودان) في مصفوفة 4 فإن 0= |4| . 


ذلك لأنه إذا فرضنا أن الصف رمن 4 هو « مرة الصف : » فيمكننا عندئذ, 
وبالاستناد إلى النظرية (۷ - »)٤‏ أن نكتب |4| ۸ = |4| حيث الصمًان ¡ وزمن ,4 
متطابقان . ومن النظرية (۷ )٦-‏ نكتب 0= 0 × ۸= |4| . 


تعريف 

إذا حذفنا من مصفوفة مربعة 4, الصف : والعمود [» فيدعى حدّد ا مصفوفة 
ا مربعة (1- 0) × (1- ) الناضجة سب امير © ونرمز له ب Ml‏ الضف 
المؤش ر ا4 (1-) يُدعى العامل ا مرافق ل ره في ا محدّد ونرمز له بالرمز ره. 


نظرية (۷ - ۸) 
قيمة ا محدّد |4| هي جموع جداءات عناص رأي صف (أو عمود) من 4 » كل 
منها بعامله ا مرافق ا خاص به ؛ وبالرموز نكتب : 


الخواض الأساسيّة للمحدٌدات ١‏ 


|۸| = didi + ممم + ده حه و00‎ = 2 axa 


)7.2( ليك 2 = F Oia:‏ 00 عل وومريه لل ayia‏ = |4 | 
.)0 000 ,1,2 = ) 
والمعادلة (7.1) هي عبارة النظرية من أجل الصفوف؛ في حين أن (7.2) عبارتها 
من أجل الأعمدة. ونبرهن (7.1) أولاً من أجل 1=:» أي من أجل الصف الأول. 
وكبداية نلاحظ أن كل حدّ من ر (6.2) يحوي كأحد عوامله عنصرًا واحدًا 
وواحدًا فقط من العناصر 4 ,... ,© التي تشكل الصف الأول» بحيث يمكن 


كتابة |4 | على الشكل : 


اميه + ٠٠١‏ + يقورع + رتقرره = إلك | 
ونرغب في تبيان أن به = ay e... ck = ap ck‏ حرق حيث نقصك ت 
المعنى المعطى في التعريف السابق . 
وحدود |4| التي تحوي 4 هي 
Ea, es 0.3)‏ 57 


جيك قن رزو ا ...د + ,ة فوق جميع التباديل ال !(1 - #) الممكنة للأعداد 
ف 5ء ...ع # . وهو علد الأزواج السلبية في الجداء. وبما أن ره تشكل 
زوجًا إيجابيًا مع كل عنصر (1 < ز,1 <:) »من المصفوفة » فمن الواضح أنه يمكن كتابة 


: على الشكل‎ )7.3( 
dıı 3 (= Dai, °° Qnies 


حيث ٠‏ الآن هي عدد الأزواج السلبية في الجداء المذكور أمام المجموع < . وبالتالي 
فإن هذا الع هو بالتعريف مفكوك المحدّد ب» = |۷| الذي يحوي ا 
ونبين الآن أن المعامل ,> من |4| هوه = |,,34| “*'(1 - ). وللقيام بذلك نحرّك 
العمود ۲ فوق الأعمدة ال1 - التي تسبقه مباشرة ونضعه بذلك في موقع العمود الأول. 
وهكذا نحصل على مصفوفة جديدة» محددها هو |4| '(1 -) » حيث ,ره في الموضع 
(1,1). ويبذه العملية لم يطرأ أي تغيير على المصعّر ,,24. وبالاستناد إلى نتائج الفقرة 


۲۲ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


السابقة يعطى |1| ,, كل حدود المحدّد الجديد |4| 1-(1-) التي تحوي ,2 وبالتالي 
سنجد بعد اقرب ب 1 '(1 - ) أن »,ره > |,,8| ,1(4 - ) يعطي كل الحدود التي 
تحوي ,رفي المحدّد الأصلي |۸4| . ومنه : 
l4l = BD (Da Mul = BD axa, 4‏ 
وهي العلاقة نفسها (7.1) بعد وضع 1= .i‏ 

ولبرهان (7.1) في الحالة العامة » لنحرك الصف : فوق الصفوف ال (1 -6) التي 
تقع فوقه ولنجعله الصف الأول. فنحصل بذلك على مصفوفة جديدة محددها هو 
|4| (1-) ولم يطرأ فيه أي تغيير على المصغرات ,21 .... ,14 . وبالاستناد إلى (7.4) 
لدينا: 

(DT [Al = يم‎ (Dau (Marl. 

وبضرب الطرفين ب ''(1- ) نحصل على : 
(Mul = Dave. 0.‏ “تررك نكر = l4l‏ 
وتدعى العبارة (7.1) مفكوك ا محدّد | وفقًا للصف :من صفوفه . ونرهن بالطريقة 
نفسها ا مفكوك (7.2) وفقًا للعمود من أعمدته . 


سنبرهن الآن النظرية المهمة التالية . 


نظرية (۷ - )٩‏ 
إذا كان الصف :من ا مصفوفة ا مربّعة 4 مؤلما من العناصر الثنائية : 
F ins‏ مه ر *** Ga,‏ عل ويه afi,‏ + رين 
فإن الحدّد |م/ يساوي جموع حدّدين» يحوي أحدهما فٍ عه ال : العناصر 
بز ٠٠٠١‏ دير ره » ويحوي الآخر في صفه ال : العناصر ٠ ٠٠ر .... ٠‏ » وتبقى 
الصفوف الأخرى في ا محدّدين كا هي في المصفوفة الأصلية . 
وبلغة الرموز تقول النظريّة إن : 


الخواض الأساسيّة للمحدّدات 2 


611 612 61 @ıı @ız 6١ 
= Qa Qi ain] F jaf وه‎ ain 
anı @nz dan م0‎ 62 a 


ونستنتج صحة النظرية على الفور إذا فككنا (نشرنا) المحدّدات الثلاثة وفقًا 
للصف ا ولاحظنا أن العوامل المرافقة ,,» »و»» . . . » » لعناصر الصف : تبقى 
نفسها من أجل المحدّدات الثلاثة » وهكذا نكتب: 


2 (air + aia: = 3 0 ويم‎ + 5 0 


ونبرهن بعد هذا النظرية الأساسية التالية : 


)٠١ -۷( نظرية‎ 

إذا أضفنا إلى عناصر أي صف (أو عمود) من مصفوفة 4 جداءات العناصر 
ا موافقة لأي صف (أو عمود) آخر بالعنصر # نفسه من عناصر ا حقل» فإن حدّد 
ا مصفوفة لا يتغير. 

لنضف. في 4 . إلى عناصر الصف : جداء ۸ بالعناصر الموافقة للصف ز. 
فالمصفوفة الناتجة تحوي عناصر ثنائية في الصف : ومحدّدها يساوي مجموع محدّدين» 
الصف في أحدهما هو الصف : نفسه في المصفوفة الأصلية» بينما الصف : في الثانية, 
هو جداء » في عناصر الصف ز . وكل الصفوف الأخرى في المصفوفتين هي نفسها كا 
ف المضغزفة الأصلية . وبالاستناد إلى النظرية (۷-۷) فإن محدّد المصفوفة الثانية ينعدم . 
Na‏ عن ذلك فإن محدّد المصفوفة الأولى هو محدّد المصفوفة الأصلية 4 نفسه. وهو 
المطلوب . وسنبرهن في يلي النظرية : 


نظرية (۷- )١١‏ 
جموع جداءات عناص ر أي صف (أو عمود) بالعوامل ا مرافقة ا موافقة لصف (أو 
عمود) آخر هو الصفرء أي أن: 


34> مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


BD aa: = 0, ) < 7 )7.5(‏ = رورهى 6 Giga; F °°° F‏ حل aia‏ 
(i #0, 008‏ ,0 = يميه 2 = agian;‏ ل ... عل ريهريه Qn; HF‏ 
لبرهان (7.5) دعنا نرمز ب ,4 للمصفوفة التي نحصل عليها من 4 بعد أن نجعل 
عتاصر صف زمسازية لاعتاصر الوافقة من ضف » وتبقى كل الصفوف الأخرى بدون 
تبديل . وبا أنه يوجد صفان متساويان في المصفوفة الناتجة ,4 فإن محدّدها |,ك| ينعدم . 
وفضاكٌ عن ذلك فإن العوامل المرافقة للصف زهي تلك الموجودة ف المحدّد الأصلي 
نفسه. وَيْقْلك 4| وفمًا لعناصر الصف رز نحصل على (7.5). 

وقد أدخل الرياضي الألماني Leopold Kronecker‏ - (1891 - 1823) الرمز رة » 
ويدعى دلتا كرونوكر» ليقوم مقام 1 إذا كان ز = : ومقام 0 إذا كان رغد:. وإذا استخدمنا 
هذا الرمز» فيمكن ضم المعادلتين (7.1) و (7.5) في معادلة واحدة» وهكذا نكتب: 


“a 0.7‏ كاي ررق حك 
وبصورة مشابهة 
ii, (j= 1; a" ,70 (7.8)‏ |4| 5-5 5 


- مفکوك لابلاس لمحدّد 

لتكن 4 مصفوفة ” × 7# وليكن وو ٤‏ أي عددين صحيحين موجبين بحيث إن 
s>‏ + > /. فترمز ب : 
ARN (8.1)‏ 
للمصفوفة ؛ × ء الواقعة في الصفوف ,ا ,... ,رة ,ةوالأعمدة ,ز,... درز ون نتو عة 
لوقيل دادسو سبلل مر الوزن كان 5 =۲ فتكون المصفوفة اص 
مربعة» ويدعى المحدّد 

ARN 

تحدّدًا مصغْرًا من 4. ومن الواضح أن 4 يحوي محدّدات مصغْرة من جميع المراتب بدءًا 
من 1 . أي العناصر نفسهاء إلى :إذا كان × = ” أو إلى الأصغر منہا إذا كان ۸ + :. 


الخواص الأساسيّة للمحدّدات ٥‏ 


ابح 48 ووليقن جح اة ٠٠:١‏ افيد ملك الأعلداه من 
1ء 2ء ...ء ”غير الموجودة بين راء راء .. .» ,2 . وباصطلاح مماثل في يتعلق 
بمعنى المقادير ز» تدعى المصفوفة المصغرة 
(8.2) اا 
المصعّرة المتمّمة للمصفوفة في (8.1). ومن الواضح أن (8.1) هي اال اة 
ل (8.2). 

وني الحالة الخاصة ۸ = : حيث تكون 4 مصفوفة مربعة م × ۸ » نصوغ 
التعريف التالي: 
تعريف 

اکان اروا ر دک ری اال ار املد سر A‏ 
من فة صا الست ا ,ا (Aj:‏ ”)1 -) الذي يحوي (- )١‏ صفًا حيث: 
Fi FF °° Fi, Fj + j + °°° + j. (8.3)‏ رو ع م 
وإذا وضعنا رز + ...+ و رز + ا + ... + را + ,ة > و فيتضح على الفور أن 


FSD EDRF aê)‏ سد وعد امد .. هيد وعدم 
ونستنتج بالتالي أن م و٥‏ إمًا أن يكونا زوجيين معًا أو فرديين معًا. 


)١- 4( نظرية‎ 


إذا كانت ٠۶‏ 4 الاو ا = N‏ مصفوفتين مصغرتين متتابعتين 


م مصفوفة مربعة 4 » وإذا كان A‏ م ا متمم ا جري ل || » فعندئذ يكون 
|M|‏ 0° -) هو ا متمم ا جبري ل ۸| 1 

في الحالة الخاصة حيث إز = راء يز = راء ٠...‏ ,= اء تدعى المصفوفة المصغرة 
4,2 مصفوفة ضف رئيسة» ومحدّدها هو محدّد انعر أساسي ل ا ومن الواضح 


و و 1 


أن المتمّم الجبري لمحدّد مصغر أساسي هو متمّمه العادي نفسه. 


35> مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


وقد وجد أنه من المناسب غالبا اعتبار المصفوفة المربّعة 4 واحدة من المصفوفات 
المصغرة الخاصة ب 4. وفي هذه الحالة نعرف المتمم الجبري ل || بأنه 1. 

ونبرهن الآن نظرية ا تمق إلى الرياضي الفرنسي عههاممآ (1827 - 1749). 
ونعرض النظرية هنا من أجل صفوف 4 » ولكنها بوضوح صحيحة من أجل الأعمدة» 
أي إذا حلت كلمتا الصف والعمود كل منبها محل الأخرى. 


نظرية (۸ - ۲) نظرية لابلاس 0هامه.1) 

لتكن ۸4 مصفوفة مربعة #۸ × «عناصرهامن حقل. . اختر من 4 
أي دمن الصفوف» ولتكن الصفوف 44 » .. . » .ومن هذه الصفوف 
ال 5 شكل جيع المحدّدات ذات اله صفًا التي يمكن ا حصول عليها 
باختيار ى من الأعمدة»› وکو ا 4 ويه ممه زه 


37 5 ت 1 2 
مثلا »> وسيوجد من مثل قله اذاق ___ *_ عددا. فمجموع جداءات هذه 


إلى - (n‏ !و 
ا محدّدات الصغرة ناا a‏ يساوي » م ¢ حدد 4 أي أن 
Al )8.4(‏ ك ا 1 “جارد 


حيث يمتدّ المجموع e‏ توافيق 5 من الأعمدة (رزء رز ٠...‏ :[) مأخوذة 
من ال #عمودًا 1. 2. .... #ء وه كا عرَّفناها في (8.3). 

ونبرهن هذه النظرية مبدئيًا في الحالة التي تكون فيها الصفوف ال ء المختارة هى 
الصفوف ال ء الأولى من 4 » أي 35 لقو ys‏ 1 


لنعتبر الآن المحدّد |::::::41:5| للمصفوفة المصفْرة الأساسية ذات ال :صقا التي 
تقبع في الزاوية اليسرى العليا من 4. فيكون المتمّم الجبري عندئذ هو المحدّد 
51 للمصفوفة المصغرة الأساسية ذات ال قحئ يمينا التي تقبع في الزاوية 
اليمنى السفلى . وحدود الجداء هي من الشكل : 
)8.5( ,و'(1-)ك؟"(1-) = .رمه Casi "٠١‏ (1اح)رريه ٠٠١‏ ربيف (DC.‏ 
حيث ا راء . . .» اهو أحد تباديل الأعداد 3 Fons‏ ها #الزؤسة لعدة 


الخواص الأساسيّة للمحدّدات ۲۷ 


الأزواج السلبية في الجداء ٠#,‏ في حين أن ر ر رز» ٠...‏ ,زهو أحد تباديل 
الأعداد 1 + ء» . . . » و عدد الأزواج السلبية في الجداء ,© . 
ويمكن كتابة الجداء في (8.5) على الشكل : 
« تمه °°° زرو 0و6 *** are,‏ )1( 

ومن الواضح هنا أن راء يقء ٠...‏ يقء روز ٠...‏ ,زهو أحد تباديل الأعداد 1 » 
2» ...ء #. وفضلا عن ذلك» وبا أن كل :هو أقل من أي ز» فان كل »من 
,# يشل مع أي ۾ من ,#زوجًا إيجابيًا بحيث يكون عدد الأزواج السلبية في 
(8.5) هو بدقة > + ٠‏ . وبالتالي فإن كل حدٌّ في (8.5) هوحد من مفكوك |4| . وبما أن 
كل الحدود ال !دمن ,::::::40:2| مثلها مثل كافة ال !(د- )٠‏ حدًا في إي::: :4| 
هي حدود متميّزة» فإننا نحصل من الجداء على ال !(5- #) !من حدود |4| المتميزة . 

لنختر بعد ذلك مصفوفة مصغرة : × 5 ولتكن.,.؟:::::41:2 = ١‏ من الصفوف 
ال الأولى والأعمدة ,ا e‏ ورا ,,.وبإجراء انسحاب للعمود ,افوق ال 7-1 
عمودًا الواقعة على يساره. وللعمود رافوق 2 - ,ا عمودًا التي تسبقه. وأخيراً سحب العمود 
,فوق ال 5 - / عمودًا إلى يساره» نجلب 1 إلى الزاوية اليسرى العليا من المصفوفة . 
وهذه الطريقة لا يتغير أي من 14 ومتممتهم| ٨‏ » في حين يكون محدّد المصفوفة الجديدة 
هو 
)8.6( .|4| 0 


وبالاستناد إلى النتائج التي أثبتناها في الفقرة السابقة فإن الجداء |١|‏ . |۷| يعطى 
إ(5 - #) !و من الحدود المتميزة من المفكوك المذكور في (8.6). وإذا ضربنا 
الآن ب (1-)» حيث (3 + ... +2 +1) + ,1+ ... + را + ,1 2م » نستشج أن 
الا( - ) || أو |۷| × [المتمم الجبري ل |۷| ] يتمخض عن !(: - )١‏ !5 من 
حدود |4| نفسها. وهذه الحدود جميعها متميّزة من حدٌ لآخر. ومتميزة عن تلك التي 
حصلنا عليها في (8.5). وبما أنه يوجد ا = () من الجداءات |۷| . |۷|ء 


s! (n - إلى‎ 


فنحصل بهذه الطريقة على !من الحدود. أي جميع حدود |4| . 
وهكذا تكون نظرية لابلاس قد بُرهنت من أجل الصفوف ال : الأولى من 4. 


۲۸ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


دعنا نفرض فيا يلي أن الصفوف ال ءالمختارة هي الصفوف 
به وء ...٠ء‏ ,6 . وبإجراء عملية مبادلة بين هذه الصفوف ال » والصفوف التي 
تقع فوقها مباشرة. يمكنناء وبدون تغيير ترتيبها النسبي» جعلها الصفوف 
ال ءالأولى . لنختر ني المصفوفة الجديدة ,4 . مصفوفة مصغرة ۸ من الصفوف 
ال 5 الأولى والأعمدة ,1ء راء .... 2 . فإذا كانت N‏ عندئذ هى المصفوفة المتممة 
ل 1 . نجد بالاستناد إلى الفقرة السابقة أن ١‏ 


> 24| اا‎ IN| 
5 | ای و ك اك‎ |4|. 


وبضرب الطرفين ب *(1 -)حيث (و + ... +2 + 1) ¬ ,۸ + ... + طاح نجد 


,|4| ت i 1 iS IN|‏ | 34] ر 


أ 
.4| = [المتمم الجبري ل || ] |۷| = 
وهكذا تكون انظرية لابلاس قد برهنت تماما . 
4 - محدّد جداء مصفوفتين 
نبرهن الآن النظرية المهمة : 
نظرية (9 )١-‏ 


لتكن (ږه = 4 مصفوفة 7 × و (رط) = 8 مصفوفة ” × ۸ بحيث إن 
8 = 7 هو مصفوفة مربّعة ١‏ × .ومن أجل « > ١‏ » لنرمز ب ر ,4 للمصفوفة 
ذات الصفوف ال ” الواقعة في الأعمدة ,1 » ,ة» ...» امن 4 » ولنرمز 
ب ”8/1121 للمصفوفة ذات الصفوف ال ” الواقعة في الصفوف برء يثر» ...© وبر 
من 8 فعندئذ ومن أجل « > «” لدينا 8721| | ...4| < = | حيث يمتد 
المجموع فوق ال (ب) متوافقة is + EÊ‏ ا ۸ من الأشياء مأخوذ ««منها في وقت 
واحد» بين 0 = || من أجل ۸ < . 


الخواص الأساسيّة للمحدّدات ۲۹ 


نعتير أولاً الحالة ‏ > ». فيمكن كتابة المحدّد |۴| للجداء 48 = م كا يى : 
ا Guin 2 ais E2 DS‏ 2 
)9.1( , ناوه Qxt, Dı, 2 dz, e P3‏ 3 || 
Þ3 EU SB aE SNES‏ 
حيث يشحول كل من أدلّة الجمع ٠4,‏ راء عق ا فوق المدى 1ء 2 » TPE EES‏ 
وبما أن كلا من أعمدة ۲ يتألف من مجموع ۸ من العناصر» فيمكنناء وفقًا للنظرية 
(۷ - 9)» تجزئة المحدّد إلى مجموع ”من المحدّدات, كل منها من الشكل التالي : 
ara De Bka E Brg Disa‏ 
@ziaDian (9.2)‏ '**° وررطمرييه Gz: Dı,‏ 


anı Qa Dia *** Qani 


والذي يمكن كتابته» بعد أخذ ,ط٠‏ ر٠ ٠...‏ رط خارج الأعمدة الأولء 
Org Orig FF Qis‏ 
Qat, Q@z, °'' Qzia (D.1 Dii ik TEE )9.3(‏ 
Cmts dmin‏ س0 
وهذه المحدّدات في (9:3) » التي يتساوي من أجلها دليلان أو أكثر من الأدلة 
4 تنعدم وبالتالي يمكن إهماها. ليكن الآن 1 > ... > رة > ا اختيارًا خاصًا من , 
من الأعداد 1 . 2 » . . .  »‏ ولنعرّف كما في نص النظرية : 


ai, ©6166 °° Qito 


(9.4) 


= aati, Qazi, °*** Qzin 


ami, Qmi, ''* سنس‎ 


وإذا كانت ,1ء راء ٣ ٠...‏ أحد تباديل المقادير ‏ ورمزنا ب "ملعدد ارتدادات هذا 


1 مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


التبديل عن الترتيب الطبيعي )0 و “(i R38‏ فيمكن كتابة العبارة في (9.3) على 
الشكل: 
ووو ةا 8ك يورو للح | سسا ارا 
والآن وطالما أن ,اء راء ...» ,#تتغير فوق جميع التباديل ال /سم 
لك ê‏ اة فإن المجموع 
r‏ سد 


هو بدقة قيمة المحدّد: 
BE‏ ووه Dii bia‏ 
ور 05 Ue bea‏ 
وبالتالي : س ت ملف بلا 
E hege BSE 5‏ حزما 


حيث يمتد المجموع فوق ال () متوافقة لزية ع وقلع e,‏ .6 للأعداد 
1 1 22 . .. ؛ مأخوذة في وقت واحد. وهكذا نكون قد برهنا النظرية من 


أجل > :. 


إذا كانت ۸ < 7 فيمكننا بدون تغيير الجداء 48 = م الحصول على مصفوفتين 
جديدتين ,4و ,8 بأن نلحق ب 4 أعمدة إضافية من الأصفار عددها (, -:”) ونلحق 
( -2”) من الصفوف المؤلفة من الأصفار ب 8 اة كلامج امرون بمو ,8 
يحوي تحدّدًا واحدًا فقط من «صفًاء أي |4| و |8| » على الترتيب» وکل منهم| يساوي 
الصفرء فإن الجزء ء الأول من النظرية يعطي 0= |,8|. |4| = |5|. وهكذا تكون النظرية 
قد برهنت تمامًا. 

والحالة # = ” ذات أهمية خاصة . ففي هذه الحالة تحوي كل من المصفوفتين 
ف مر مضو ردد ققظ قات ووا ونعني |4| و |8| على الترتيب. 
والعلاقة (9.5) تعطي النظرية المهمة التالية : 


الخواص الأساسيّة للمحدّدات 1 


نظرية (9 -1) 
إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين مربّعتين « × ۸ » فعندئذ |8| .|۸4| = /48| ؛ أي أن 
محدّد جداء مصفوفتين مربعتین يساوي جداء محددمها . 


باستقراء سيط يمكن تعميم هذه النظرية الأخيرة 0 جداء أي عدد من 
المصفوفات المربعة . 


والآن لنأحذ المصفوفتين EE‏ بحيث إن ۲ = 48 حيث ۶ مصفوفة 


ا 
و × «. لیکن 5 صحيحًا موجبًا لا يزيد 14 baie‏ '/مالمصفوفة المربعة 
5< الواقعة في الصفوف ,؛» راء . . .» ,#وفي الأعمدة رزرء رز» ...غ» ,زمن ۲۶. 
وإذا كانت © عندئذ هي المصفوفة » × ء المؤلفة من الصفوف ,1 را . . ٠.‏ ,أ 
مور هع كاك« لفرت عد EE‏ امن اللعمدة ks i‏ عق هد ¢ 
فمن الواضح أن 

CDi AAA DRE EP 


وتنتج النظرية (۹ - )١‏ مطبقة على هذه الحالة : 


نظرية (۳-۹) 

لتكن ۸4 مصفوفة « × ١‏ و مصفوفة ۾ × «وليكن ‏ صحيخا موجبًا لا يزيد على 
أو . إذا كانت © ا مصفوفة ا لصغرة ال مربّعة 5 × د الواقعة في الصفوف 
أ وأ .. .» #والأعمدة رل رزء . . .» #من مصفوفة ا جداء 478 = » فعندئذ 
يكون 0 - || إذا كان <5 » أما إذا كان ۸ > و فإن |۵| يكون مساويًّا لمجموع () من 
الحدود» كل حد منبا فو جداء غعذد مصغسن» ا وم ن اليضوفه 
4 يق ...» #والأعمدة 8 3 اق قد سحلت مسقي ر فيه 8 
هنا ويقع في الصفوف را » 1 » عد ءة زق الأعمدة رز وة .ء». رفن 2 ؛ 
حيث تتغير ,4 » 1 » . . .» ,افوق جميع ال () من متوافقات «من الأعداد 1 » 2 » 
اا ا ا 


Ql = (PRL = DARREN BRR 


/ 


بض مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


تمارين 
بين بدون فك المحدّدات أن العلاقات التالية صحيحة : 


1 2 دنعو‎ 2 
1 ¥ ع اوحدج‎ 0 (١ 
1 & لولم‎ 
رتنا‎ FY ولخ حل ونه‎ zs + ys ZZ VY 2 
حل دلا‎ 2, ya + 2» gy + ای2‎ = 2 z7 .ميت وا‎ ( 
AFA +a 2+ Fs zs و2 ولك‎ 
26, + رآ‎ 2b, +e, 2c, + a, a لظ‎ © 
2a + bı 2b, + يه‎ 2c, + أيه‎ = 9 a, م .أيه يط‎ 


2a, + ورا‎ 2b, + يه‎ 2c + يه‎ as و‎ Cs 


2 2 


ya a" a Ja zy aê 
°" رامن عد بي = ا عد‎ eye 0. (4 
2 2 


25 انيت‎ z2 y2 zy 


ثم بين أن المحدّد على اليسار يحوي العامل عر + 2× + بريد . 
©) إذا كانت (,ه) = 4 مصفوفة مربّعة « × « فحدّد إشارة الحد المتعلق بالقطر 


الثانوي . 
ويخ © عير 03و واد اريك 
من |4| . 
83 2 1 1 
1( إذا كانت 4 هي المصفوفة , 6 5 4| فانشر |4| وفقا لعناصر الصف الثالث 
9 8 7 
ثم حفّق النتيجة بنشره وفمًا لعناصر العمود الثاني . 
16 8 
۷) إذا كانت 8 المصفوفة 5 و فأوجد العوامل المرافقة لعناصر الصف الثاني 
2 9 4 


وتحقق من أن العلاقات في (7.7) صحيحة . 


الخواص الأساسيّة للمحدّدات 3 


2/7 -3/7 0/1 
0/7 2/7 


العامل المرافق الخاص به في |4| . تحرٌ وجود خواص مشامة للمصفوفة 
2/83 2/3 1/3 


۸) إذا كانت 4هي المصفوفة 3/7 2/7 E‏ نآ كل غم ساري آل 


B= |—-2/3 —-1/3 2/3‏ 
3/- 2/3 2/3- 
3- 3 4— 
4) إذا كانت © هي المصفوفة أو 1 وأ ى 
2 83 3 
فين أن العامل المرافق لعنصر في أي صف هو بدقة العنصر الموافق من العمود 


الذي له الرقم نفسه . 
١‏ إذا كانت :قعده» فيين بدون تشر المحنّد أن للمعادلة التزبيعية: 
2 مس 1 


] © 8-90 


جذرين هما »هو 56. نا م 1 
١‏ دون اللجوء إلى النشرء بين أن للمعادلة التكعيبية 
ف © اد 
al =0‏ < م 
la b z7‏ 


جذرًا هوة-م- -ع. أوجد الجذرين الآخرين. 


1۲( إذا كانت .4 مضفوقة مربعة :8 × #وكانث ني ترمز للعامل المرافق ل ره في |4 


قاق المحدّد: إقه a a o‏ 
ك anı‏ 
0 مث 0 


للمصفوفة المعطاة يساوي Qij,‏ ا 3 


۳٤‏ مداخل إلى نظرية الحدّدات والمضفوفات 


2 5 
۴۳ ليكن :2 * = ,نم بين بالاستناة إلى انشر لابلامن للمحدة 
8 21 
YU‏ 173 182 الا 
2 2 2 21 
Y2 YY Y«‏ 1 
2 3 2 21 
أن 4 
0 7 يوضبره + P347 Pı3P24‏ ورم 
2a û, 0‏ من 
5 
a: 5‏ 2 
)٤‏ إذا كان e‏ له هه و 26 کن 
0 و6 ù, ba 2b,‏ ءا 
و Do 2b,‏ 0 
ورة ررك 4 - رد = |4| 
7 وس h‏ 0 
f m‏ 0 6س 55 
)٥‏ بين أنه إذا کان , = 8 فغندئذ 
OR ١‏ ترجه بي 
—-m —n 0‏ 1 


. |B| = (fp + gm + hn)? 


: لبرهان المطابقة‎ )١  4( استخدم النظرية‎ )١ 


وطيه + ينايه + a,b,‏ يه + يم + a7‏ 
abs bî 3 0 ۴ 42‏ 3 ونايه د a,b,‏ 


الخواص الأساسيّة للمحذدات ro‏ 


۷ عمّم التمرين 15 إلى ما يلي: 


(۸ 


(۹ 


8 


(۱ 


3 a احج‎ a;b; 
2 a;b; 3, bî 


a 8| 


Ù; ù, 


حيث يمتد كل مجموع على اليسار من 1 إلى ۸ في حين أنه تمتد تلك الموجودة على 


1 > من متوافقات الأعداد 1ء 2 » . . . » مأخوذة 


اليمين فوق جميع ال 
اثنتين في وقت واحد (ز > 0 


بالإشارة إلى المصفضوفة 4 في (5.5) » لتكن كل مصفوفة جزئية 0 = 4 من 
أجل > :. بین عندئذ أن |4| ... |رر4| اررقم - الها . 


ون ألم يا فمنا با عفرن ارمح من مت وا ده فإن العامل 
المرافق لكل عنصر يغير إشارته . 
لیکن (,؛ ,... أ .,ة) = 7 أحد تباديل الأعداد (1 » 2ء ...6 ) ولترمز هلعدد 


الارتدادات في # عن الترتيب الطبيعي ا( 2 =۷ بین أنه يحكن إعادة 7 
َك الترتيب الطبيعي ۷ بإجراء 6 من المبادلات المتتالية بين عنصرين متجاورين . 


نقية بأثر مصفوفة هربع رخ وکیا قمع رع ار القطر الرس من 
4 أي أن 50 = ۸ .برهن ما يلي: )١(‏ إذا كان # عددًا سُلُْميًا فإن 


.tr AB = tr BA )" و(‎ (A ع‎ B) = tr (A) ± tr (B) (Y) « tr (kA) = ktr (A) 


التعصلل الشاللث 


الحم الات 
الأوليسة لصفوفة 


٠‏ - رتبة مصفوفة 

لتكن ۸ مصفوفة « × عناصرها من حقل2. . إذا اخترنا من 4 أي ”> دمن 
الصفوف وأي « > ؛ من الأعمدة» فإن العناصر كا تقع في هذه ال 5 من الصفوف 
وال ؛ من الأعمدة تشكل مصفوفة مصغرة من 4. وبقبول الحالة الحدّية ,د 
« = تشمل المصفوفة 4 نفسها بين المصفوفات المصغرة . وإذا كان ؛ = 5 بحيث تصبح 
المصفوفة المصغرة مريّعة» فيدعى عندئذ محدّد المصفوفة المصغرة حرّدًا مصغْرًا ل 4. ومن 
الواضح أن 4 تحوي محدّدات مصغرة من جميع المراتب بدءًا من الواحد. أي العناصر 
نفسهاء حتى ” أو ۸ أيهم أقل . 
تعريف 

إذا كانت 4 تحوي» على الأقل» علدا مصغرًا واحدًا من ا مرتبة + ولا يساوي 
الصفر» ولكن جميع حدّداتها المصغرة من ا مرتبة 1 ٣+‏ تساوي الصفرء فنقول عندئذ إن 
رتبة 4 هي ”. وإذا كانت 0 - 4 نقول إن رتبة 4 تساوي الصفر. 

إذا كان «” = م أو « = » فمن الواضح أن 4 لا تحوي أي محدّد مصعر فيه 

(1 +<) صفًا. وإذا كان « > و > » فإن التعريف يتضمن أن 4 تحوي على الأفل 
حَدّدًا أو مصغرًا واحدًا فيه (1 ++) صفاء ولكن قيمة كل من هذه ا محدّدات ا مصكّرة 
تساوي الصفر. 

وعل سبيل الثال» الصفوفتان [1 4 4 !] و[ ! ؟ (] غمارتب تساوي 


واحدًا واثنين على الترتيب . 
۳V‏ 


۳۸ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوقات 


تعريف 

لتكن 4 مصفوفة مربعة ” × « بعناصر من حقل ما. فيقال عندئذ إن 4 غي رشاذة 
أو شاذة وفمًا ما إذا كان 0 ++ |4| أو 0 = |4/ . 

وعل سيل الالء المصفرقة [2 إ] غر شافة؛ بين المصفوفة [7 إ] شاذة. 

وبدلالة الرتبة + . تكون 4 غير شاذة إذا كانت ۸ ١=‏ » وشاذة إذا كانت 
م > م. ولن نستخدم هنا المصطلحين شاذة وغير شاذة بالنسبة للمصفوفات غير 
المربعة . 

-١‏ المنقول. المرافق» ومرافق المنقول لمصفوفة 

لتعكن 4 مصفوفة عناصرها أعداد حقيقية أو مركبة. لقد عرَّفنا في الفقرة ٠‏ 
منقول 4 (ونرمز له ب ٠)4‏ مرافق 4 (ونرمز له ب 4 ). ومراقق المنقول 4. ومن 
الواضح أنه يوجد من أجل كل محدّد مصعْرء من 4 المحدّد نفسه في /4 . وفضادٌ 
عن ذلك» وبما أنه من المعروف في الجبر الابتدائي أن مرافق مجموع (أو جداء) 
يساوي مجموع (أو جداء) المرافقين» فنستنتج أنه يوافق كل محدّد مصعّْر 4 من ۸ 
ددا مصفرًا لك يقع في 4 وأيضا في 4 . وبالتالي فإننا نستنتج في الحال النظريتين 
التالقن: 


نظرية )١-1١١(‏ 
للمصفوفات 4 » '4 » 4 » و “4 جيعها الرتبة نفسها . 


نظرية (١1-؟)‏ 

تكون المصفوفة 4 حقيقية إذا وفقط إذا كان ۸4 = 4. 

إذا كانت 4 هي المصفوفة (,4») » فلرمز لعنصر الصف ا والعمود زمن 
'لكل ب ٩‏ » ومنه نه = ر'ه» (2 ,... ,1 > 1) » ( ,... ,1 -(). والآن لتكن 4 و8 
مصفوفتين ۸ × ٣‏ ولتكن 8 + 4 = © » بحيث إن رط + ره = .ن. فنستنتج عندئذ 
أن اط + حرط + ٩‏ = إن = ».ونه وجاك مرافق الطرفين نجد 
زط + ٩‏ = '». وهكذا نكون قد برهنا النظرية : 


التحويلات الأولية لمصفوفة ۳۹ 


نظرية (۳-۱۱) 
إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين ۸ × :7 فعندئذ : 


(A + 8(' = A' +B’; (A+B) = Ã +B; (A + خم -*لزس‎ + B* 
: ونعرض الآن النظرية التالية» ونترك برهانها للطالب‎ 
)4 - 1١( نظرية‎ 
.)4(* = 221* + (4) = 4 » )¢4(' = £4" إذا كان #عددًا سلما فإن‎ 
.)4( = +4* » )4( = + وإذا كان ٭ حقيقيًا فإن‎ 


نتيجة (١١1-ه)‏ 
رة 
إذا كان * وا عددين سلميين فإن '8/ + 'لمم = '(18 + 4( » 
kA ` + /8* « (KA + 1B) = kA + 7‏ = *(ها + .(KA‏ 


ونبرهن الآن النظرية المهمة التالية : 


نظرية )5-1١(‏ 
إذا كانت 4 مصفوفة « × :77 » 8 مصفوفة بي × م » و 48 = € مصفوفة ب × 7# » 
فعندئذ “8/4 = "©. أي أن منقول جداء مصفوفتين يساوي جداء منقولیه) بترتيب 
نلاحظ أولا أن الأبعاد صحيحة. ذلك لأن "© هى مصفوفة 7# × و » وبها أن 
'8 هى مصفوفة ۸ × و بينم| '4 مصفوفة 7 × ۸ . فتكون عندئذ '8'4 مصفوفة 
كا ي. والآن لدينا 
2٩‏ = بع ومنه نط c; = a,b, = Za"‏ = 


أي أن رأ = م20 = جداء الصف :من '8 في العمود زمن '4. 


وبالاستقراء» يمكن تعميم النظرية مباشرة إلى جداء أي عدد من المصفوفات . 
فلنفرض أن النظرية صحيحة من أجل جداء 1 - ۲ من المصفوفات. ولنبرهن أنها 


4 مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
صحيحة من أجل جداء مرن المصفوفات . ليكن 
AA» 506 100‏ = 8 
فإذا كتبنا ,_,4 ...ر44 = © » فعندئذ يكون ,04 = 2 ومن الفقرة السابقة 
'40 = 7 
ولكن من الفرض الاستقرائي » وباعتبار 2 هي جداء 1 - ؛ من المصفوفات نكتب : 
شيك ."° Af,‏ = 0 


ومنه 
P' = A(A\-1 °°" AFA,‏ 


کا ذكرنا أعلاه . 


نتيجة )7-1١١(‏ 
مرافق منقول جداء مصفوفتين أو أكثر يساوي جداء مرافقات ال مناقيل بتريب 


معكوس . 


١‏ - التحويلات الأولية مطبّقة على مصفوفة 

لتكن ‏ 4 مصفوفة )٠,(‏ بعناصر من حقل. . نقصد من عبارة تحويل أولي على 
4 تحويلا من أحد الأنواع التالية : 
(1) الاد بيقصَمَينَ أوعموويق: 
(11) جداء جميع عناصر صف (أو عمود) بعنصر »لا يساوي الصفر من الحقل . 
(111) أن نجمع إلى عناصر صف (أو عمود) جداء العناصر الموافقة لصف آخر (أو 

عمود آخر) بالعنصر / نفسه من 3 . 

ومن الواضح أن لكل تحويل أولي تحويلاً معاكسًا هو نفسه تحويل أولي . 
وبالتالي فإن عملية أخذ المنقول لمصفوفة ^ × 7# ليست نتيجة تحويلات أولية متتالية . 

وأبعاد المصفوفة 4 ليست الوحيدة التي تبقى ثابتة تحت التحويلات الأوليةء 
ففي الحقيقة سنبرهن الآن النظرية التالية: 


التحويلات الأولية لمصفوفة ٤١‏ 


نظرية (۲١-ا)‏ , 
لاتتغبر رتبة مصفوفة 4 نتيجة تحويلات أولية متتالية . 


من الواضح أو أن التحويلات من النوع (1) و (11) لا تؤثر في الرتبة » باعتبارها 
لا تو استنادًا إلى النظريتين (۷- 4) و(۷ - ه)» بانعدام أوعدم انعدام أي محدّد من 


المصفوفة . 


لنعتبر إذن التحويل (111) ولنفرض أننا أضفنا إلى الصف امن 4 جداء 6 
بالصف ز. لتكن + رتبة 4 » ولنرمز ب 8 للمصفوفة الناتجة عن التحويل. وسنبين أن 
رتبة 8 أصغر أو تساوي ۶ إذا كان « = أو« = « فإن رتبة 8 هي بوضوح أصغر أو 
يساوي ۲ لشرفن عع أن 5ء « > ر ولنعتبر محدّدًا مصِغْرًا 4 من 8 فيه 
0+1 صفًا. فإذا عاق قد وي كلا من لصفن امن قد أو الال ازفقطع 

فمن الواذ ضح أن قيمة 4 لم تتغير من التحويل» وهو بالتالي واحد من محدّدات 4 ذات 
ال9 6# ضفان أي أنه ينعدم . وإذا كان 4 يحوي الصف : ولكنه لا يحوي 
الصف ز» فمن النظريتين (۷ - 4) و(۷ - )٤‏ يمكننا أن نكتب رك ۸ + ,4 = ۸ حيث 
,4 و ر4 *ماء باستثناء ما يمكن أن يتعلق بالإشارة» محدّدات من 4 ذات (1 + ) 
من الصفوف وبالتالي فهي تنعدم. ومنه 0 - ۸ . وبما أن كل محدّد ذي (1 + ۲) صفًا 
من 8 يساوي الصفرء فإن رتبة 8 لا يمكن أن تتجاوز :. وهكذا فإنه لا يمكن رفع رتبة 
مصفوفة بتحويل أولي من النوع (111) . كما لا يمكن تخفيض الرتبة» ذلك لأنه إذا 
أمكن ذلك فإن التحويلات المعاكسة سترفعها. أي أن الرتبة لم تتغير. 

ونبرهن الآن النظرية المهمة التالية : 


نظرية (۱۲ -۲) 

يمكن اختزال مصفوفة 4 رتبتها + وعناصرها من حقل. إلى شكل × 
يحوي ا مقادير 1 في الأمكنة ال« الأو لى من القطر الرئيس وأصفارًا في) عدا ذلك» وذلك 
بعدد من التحويلات الأولية ا متتابعة . 


ET‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوقات 


نلاحظ أولاً أن مصفوفة من الرتبة 0 هي من حينها على الشكل .١‏ لنفرض 
عندئذ كأساس للبرهان بالاستقراء أن النظرية صحيحة من أجل مصفوفة رتبتها 
1 -+(1<ح) ولنبرهن أا صحيحة من أجل مصفوفة رتبتها +. 


بها أن 1 <+ فعلى الأقل يختلف عنصر واحد .»من 4 عن الصفر. 
وبتحريك الصف : فوق الصفوف ال 1 - : التي تقع فوقه» ثم تحريك العمود زفي 
المصفوفة الناتجة عبر الأعمدة ال 1 -ز[ التي تقع إلى يساره. يمكنناء من خلال متتالية 
من التحويلات من النوع (1) . جلب عنصر لا يساوي الصفر إلى الموضع 
(1,1) . وهكذا يمكننا الفرض بأن 0 * ,,ه . لنقسم عناصر الصف الأول على 
٩,‏ » ثم لنطرح من الصف : جداء الصف الأول ب ييه (,... ,2,3 > )ع فيتحول 
العمود الأول إلى أصفار باستثناء ال 1 الموجود في الصف الأول. وبطرح مضاعفات 
مناسبة للعمود الأول من الأعمدة الباقية (في حال وجودها) تصبح جميع عناصر الصف 
الأول باستثناء الأول منها أصفارًا . والمصفوفة الناتجة هي إذن من الشكل: 


1 0 ee 1 10 ا ن‎ 
0 ييه‎ : a) = |0 ١ 

: 57 0 

اول الله ع هه 6 


إذا كان 1 = ” أو 1 = + » فلا تكون المصفوفة , 4 موجودة . وفيما عدا ذلك فإن رتبة ,4 
هي بوضوح 1 -”. وإذا كان 1 > : فإن الاختزال المطلوب يكون قد استكمل . وفيا عدا 
ذلك فإن ,4 يحوي على الأقل. عنصرًا واحدًا ب”ه يختلف عن الصفرء ويمكننا أن 
نمضي بالنسبة ل ,4 فنطبق العمليات نفسها التي طبقناها على 4 . وبالفرض الاستقرائي 
يمكن اختزال ,4 إلى الشكل ۷ ب 1 - من المقادير 1 في القطر. وبا أن التحويلات 
الأولية المطبقة على 4 تور فقط في الصفوف ال 1 - ”والأعمدة ال 1-الأخية: 

فمن الواخ غيم أنها لاا کارت من الاشيزال: اللي م سی وهكذا فإن 4 تُختزل 
إلى الشكل ۷× كا عرضناه في النظرية . وسنشير إلى 7( على أنه الشكل القانوني ل 4 تحت 
التحويلات الأولية . 


التحويلات الأولية لمضفوفة 41 


تعريف 

نقول : إن المصفوفتين 4 و 8 متكافئتان إذا أمكن العبور من إحداهما إلى 
الأخرى بعدد منته من التحويلات الأؤلية . 

ومن الواضح أنه إذا أمكن العبور من 4 إلى 8 بوساطة تحويلات أولية» فسيكون 
من الممكن أيضًا أن نعبر من 8 إلى 4 طالما أن لكل تحويل أولي تحويلاً معاكسًا. 
وسنبرهن الآن النظرية التالية : 


)*-١5( نظرية‎ 

الشرط اللازم والكافي لتكافؤ مصفوفتي و » عناصرهما من حقل » ه وأن 
يكون ها الرتبة نفسها . 

ونستنتج ضرورة الشرط من حقيقة أن الرتبة لا تتغير عند تطبيق التحويلات 
الأؤلية . والكفاية تتبع من حقيقة أنه إذا كان ل 4 و8 الرتبة نفسها فيمكننا عندئذ 
اختزال كل منهما إلى الشكل القانوني ۸۷ نفسه. وبالتالي فإنه يمكن تحويل كل منها إلى 


الأخرى. 
۳ - مصفوفة فاندرموند Vandermonde‏ 
إذا كانت ,×,... ,رد ×أية أعداد مركبة فسنتعارف على أن المصفوفة 
1 م د الم و1 1 
13.1 
)9 ان سدم Ê‏ و8 F= TI‏ 


لكبو TI E o‏ 
هى مصفوفة كوشبى* Cauchy‏ أو فاندرموند** .Vanderm0 "de‏ ومن الواضح أنه إذا 
تساوى أي زوج من المقادير × 2 ولنقل ,× = بده فسيكون في ۷ صفان متطابقان 
وبالتالي 0= |١|‏ . ولذلك. واستنادًا إلى نظرية التحليل إلى عوامل في الجبر 


Augustin Louis Cauchy (1789-1857) * 
Alexander Theophilet Vandermonde (1735-1796) ** 


الى مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


الابتدائي > يكون |۷| > وهي كثيرة حدود في ,2 .... وو × قابلة للقسمة على أي 
عامل خطي من الشكل ,× - ,× (ز# . وبما أنه يمكن اعتبار المقادير × 
كمتحولات مستقلة » فيكون |۷| بالتالي قابلاً للقسمة على جداء مثل هذه العوامل أي 
على : 


11 (, = £ = g~ E ¬ ° = 3) 


(13.2( 9 - يونا e‏ يي 


(Zn الع‎ 


وهكذا يكون (*- 06 |V| = Rj erg xT,‏ »> حيث © هي كثيرة 
حدود ف 3 بل ورک ل » أو عدد ثابت للا يساوي الصفر. ومن الواضح أن 
الجداء الذي نحصل عليه بضرب الحدود الأولى في جميع الأقواس في (13.2) هو 


E -1 
X2 3X4 3 


وبا أن هذا الحد هو بدقة حدّ القطر الرئيس في |۷| » وأن كلا من |۷| وكثيرة 
n\n‏ 


الحدود في (13.2) هما من الدرجة ل > فيتضح أن © يجب أن تكون مساوية 
للواحد» بحيث تصبح العبارة في (13.2) هي قيمة |۷| . 


لنفرض الآن أن + بالضبط من المقادير × في (13.1) هى مقادير ختلفةء وبدون 
أية خسارة بالنسبة لشمولية المناقشة. يمكننا أن نفترض أنها لادی ر 
وهكذا يكون كل من المقادير ال -* الباقية» في حال وجودهاء مساويًا لأحد المقادير 
ال هذه. وبوساطة التحويلات الأوّلية يمكن وضع أصفار بدلاً من الصفوف 
ال +  -‏ الأخيرة. وبالتالي فإن رتبة ۷ لا يمكن أن تتجاوز . وفضلل عن ذلك» وباعتبار 
أن المصفوفة المصغرة الأساسية ,۷ ذات الرتبة ‏ الواقعة في الزاوية العليا اليسرى من 
۷ هي في حدٌّ ذاتها مصفرفة فاندرموند (96هههم9مه؟) ب ء من المقادير × المتميزة 
فإن 0 |,/1|» وبالتالي تكون رتبة ۷ مساوية تماما لم ١‏ 


التحويلات الأولية لمصفوفة 1:6 


نظرية (1 )١-‏ 
إذا كانت ۷ مصفوفة فاندرموند (17870657:0706) في (13.1) فإن دد ۷ معطى 
با حداء ا مذكور في (13.2). وإذا كان عدد العناصر ا مختلفة بين ,ند ,... ور ,رده و < » 
فتكون 7 من الرتبة 7. 
وغاًا ما نشير إلى عبارة |۷| المذكورة في (13.2) على أنها الدالة المتناوبة في 
.... ورلا × » باعتبار أن مبادلة أي زوج من المقادير × يسبب تغير إشازة الدالة . 


تمارين 
حدّد رتبة كل من المصفوفات التالية: 
14:6 :10 1 83 21 
)١‏ 0 0 1 0 ؟) ا 8 5 
o 7 02 1: 15‏ 
IRF FH 8‏ 9 11 
a 8‏ :ف ا ا 08 
û |‏ 0% 4 4 
i FF‏ 3 ا :18 8 
8 85 0 ات 2 
i 2 8: 3 8‏ 
¢ اوم ټ§ i‏ 
1 2 3 4 5 
٤ (9‏ 6 12 هه 39 اكت 
TY 1 & Î‏ 
11 9 وت 4 3 
* 68 48 3 


۷) لتكن المصفوفتان 4 و 8 عناصرهما من حقل ۴ . إذا اكات 


7و ر٣رتبتي‏ 4 و 8 على الترتيب» فبين أن رتبة 8 + 4 لا يمكن أن تتجاوز 


7 + 4 


بف مدخل إلى نظرية المحدّدات والمضفوفات 

۸) بين أنه يمكن دائًا اختزال مصفوفة مربعة « × » غير شاذة» وعناصرها من حقل 
#. » إلى شكل قانوني ,!وذلك بتحويلات أولية مطبّقة على الصفوف فقط . 

6 لتكن 4 مصفوفة ” × عناصرها من حقل الأعداد المركبة ٠‏ إذا كانت 4هن الرثبة 
er‏ فين اة اة رى عل الأقل غد م اناما حا نا 
ولا يساوي الصفرء وبالتالي فإن رتبة 44 هي رتبة 4 نفسها. 

1) بين باستخدام النظرية (ه ‏ © أن رتبة جداء مصغوفيين لا يمكن أن جاوز 


١آ‏ لمكن نوب وو أعداذًا ختلفة من حقل . ولنرمز ب ,۷ للمصفوفة 
المربعة # × التي نحصل عليها بحذف العمود :من المصفوفة (1 + ۸) × ۸ 


lI رن‎ o ° FF 
I ky se E" ER 
1 kk e 223 2 


والآن إذا كانت , الدالة الأؤلية المتناظرة ¡ في المقادير × : ,× ...ر دل » فبِينٌ أن 


5 Fi 
eî = 9 
Val 


مزيه من 
هسر ا لصفو نات 


- معكوس مصفوفة غير شاذة 

لتكن 4 مصفوفة مربعة رتبتها ۸ » وعناصرها من حقل #. . فسنلغي الدليل 
ونكتب ,1ببساطة على ا 
I-A = A-1 = (14.1)‏ 
وذلك من أجل أي مصفوفة مربعة ,4 . وتسمى المصفوفة 1 المصفوفة الواحدية أو 
المصفوفة المحايدةء أو عامل التساوي (idem - factor)‏ . 

وإذا كان ۸ أي عدد» فتدعى المصفوفة #1 مصفوفة سُلّمِية أوعددًا سلميًا فقط . 
[انظر العلاقات (3.1) » (3.2) » . . . » (3.5) السابقة] . 


لتكن المصفوفة المربعة 4 غير الشاذة. أي ±0 |4| » ولنعتير المصفوفة : 
نك ... a‏ انه 

[4 14 

(14.2) ;اعم م فحت وا س 


حش 


. 
0 
Q 
5 
9 
0 


> 
> 


والعنصر في الصف ؛ والعمود زهو مء حيث ر» هو العامل المرافق ل ره في 
المحدّد |4| . ولدينا من خواص e iD‏ 

A.A 0-08 )14.3( 

وفضلاً عن ذلك. إذا كانت 8 مصفوفة مربعة بحيث إن 1 = ۸8 » وضربنا الطرفين من 
اليسار ب ' 4 ؛ نجد 47 = 48. 4-١‏ . ولذا 4 = 8.وبصورة ممائلة إذا كان / = 8۸ 


۷ 


4۸ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


فإن "4 = 8. أيضًا و تدعى المصفوفة 4-1 في (14.2) معكوس (أو نظير أو مقلوب) 
المصفوفة غير الشاذة 4. 

وم تُعرّف قسمة المصفوفات حتى الآن. وتقدم النظرية التالية تعريفًا للقسمة عن 
اليمين أو عن اليسار. 


نظرية )١-14(‏ 
لتكن 4 و# مصفوفتين مربعتين « × « . و 4 غير شاذة . فتوجد مصفوفتان 
× و۲ وحيدتان بحيث إن 8 = +4 » 8 = ۲4 » وتعطى هاتان ا مصفوفتان 

بالعلاقتين 4-18 =¥ › 841 - [ . 


من الواضح أن 4-18 = × هي حل للمعادلة 8 = ×4. وفضال عن ذلك 
إذا كان 8 = ,421 » فعندئذ 4 = 4 . ومنه إذا ضربنا طرفي المعادلة عن اليسار 
ب 4 نجد ,× =× أي أن الحل وحيد. 


إذا كانت 4 شادة فلا توجد مصفوفة 8 بحيث إن 1 = 48. ذلك لأنه إذا أحذنا 


محدّد كل من الطرفين فسنحصل على 1= |8| .0 وهو مستحيل . 


نظرية )1-1١54(‏ 
لا يوجد نظير (مقلوب أو معكوس) لمصفوفة شاذة 4 . 


زلا بها النظرية التالية التي يمكن التحقق منها بسهولة . 
نظرية )8-1١54(‏ 
لتكن ,4 ,... ,رم ,, 4 مصفوفات مربعة « × :غير شاذة » فعندئذ يكون ا حداء 


يأك جه رتور ع 
اا 3 الو APTA‏ هه 


مزيد من جير المصفوفات ۹۹ 


أي أن نظير جداء مصفوفات غير شاذة هو جداء المصفوفات الناتجة عن نظير كل منها 
ولكن بترتيب معكوس . 


لنعرف الآن "(4-1) -*-4رو/ =4 . فباستخدام قانون الدمج المتعلق بالضرب 
(نظرية ٤‏ -7) نجد: 
نظرية )4-1١5(‏ 

لتكن 4 مصفوفة مربّعة # × «. فعندئذ تصح قوانين الرفع إلى قوة : 
(A= A“ (14.4)‏ ,“4 د AA‏ 
من أجل جميع الأعداد الصحيحة ال موجبة ء ,4 » وإذا كانت 4 غير شاذة فإن القوانين 
تصحٌ من أجل جيع القوى الصحيحة» موجبة» سالبة» أو صفر. 


٠‏ - إنجاز التحويلات الأولية بضرب المصفوفات 

لتكن ۸ مصفوفة « × ”و ,1 مصفوفة محايدة مربعة 7# × 7#. فمن السهل عندئذ 

التحقق غا يل : 

)١(‏ لتكن ,5 المصفوفة التي نحصل عليها من ,1 بمبادلة الصفين وز . فعندئذ 
تكون ضرت المصفوفة + × ” التي نحصل عليها من 4 بمبادلة الصفين :ور 
من صفوفها. 

(۲) لتكن ,۸ المصفوفة التي نحصل عليها من ,,! بعد وضع » بدلاً من الواحد في 
الموضع ( ,) حيث (0 + »). فعندئذ تكون 4× المصفوفة التي نحصل عليها 
من 4 بعد ضرب كل عنصر من الصف اب /. 

(۳) لتكن ,ب , ,5 المصفوفة التي نحصل عليها من ,,/ بعد وضع « بدلا من 0 في 
الموضع (ر ). فعندئذ تكون المصفوفة 4ري , .5 هي المصفوفة الناتجة عن 4 بعد 
أن نضيف إلى الصف : جداء # بالصف ز . 


وينبغي ملاحظة أنه لكي ننجز تحويلا ولا معيًّا على صفوف 4 » نضرب عن 
اليسار بمصفوفة مريّعة 7 × ” حصلنا عليها بعد أن طبّقنا على صفوف ‏ » وبدقة» 


0٠‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
التحويل الأولي نفسه الذي نريد تطبيقه على صفوف 4 . وسنشير إلى مصفوفات من 
النوع ,۸,۳ ٠‏ و رب , ,5 كمصفوفات تحويل أولي للصفوف . 

وبصورة مشابهة يمكننا إيجاد مصفوفات تحويل اولي للأعمدة بحيث إِنْه عندما 


ترب مثل هذه الصفوفات عن اليمين ب 4 فإنا ننجز تحويلات أزلية على ا عمدة 4. 


لتكن 4 مصفوفة ۸ × 2 رتبتها + . بعناصر من حق ل . . فنعلم من النظرية 
(۱۲ -۲) أنه يمكن اختزال 4 . بوساطة التحويلات الأولية » إلى الصيغة القانونية : 


xe 18‏ 0 ا و ١‏ 
e Û s> 8 0 + Ol . . 5.1‏ 
0 0 8 ع Û Û‏ عمسم Û‏ 
x Û *‏ 3 
إذا كانت 5 , . ك هي المصموفات المربعة ” × «, لتحويل الصفوف و7 هي 
المصفوفات 578 xn‏ لتحويل الأعمدة الي وصلنا بوساطتها | إلى الصيغة القانونية» 
فلدينا: 
Sk .. SAT, aaa T, = N. )15.2(‏ 


P = Sg ك0 بر‎ FT a 


فنجد: 

PAQ =N, )15.3( 

حيث إن ۶ و © مصفوفتان غير شاذتين وعناصرهما من حقل# . 
نظرية )١-1١6(‏ 


لتكن 4 مصفوفة 7 × 71 رتبتها 7 وعناصرها من حقل2. . فتوجد مصفوفة غير 
شاذة 0 ومصفوفة غير شاذة 9 » عناصرهما من ا حقل2. » بحيث إن × = 0)إرر 
وحيث : 
م 
0 0 


اه 


مزيد من جر المصفوفات 


والآن لتكن 4 غير شاذة» فبالاستناد إلى التمرين ۸ في فقرة ۳٠ء‏ يمكن اختزال 
4 من خلال تحويلات أولية للصفوف فقط (أو للأعمدة فقط) إلى الصيغة القانونية 1. 


: بالتالى‎ 
دركيق‎ SSA , وبالتالي‎ 
)15.4( 
A = SS; <... S8. وه‎ 


وبا أن معكوس مصفوفة تحويل أولي هو مصفوفة تحويل أوليء فلدينا: 
نظرية )۲-٠١(‏ 

يمكن التعبير عن أي مصفوفة غير شاذة بجداء مصفوفات تحويل أولي . 
نتيجة ٠١(‏ - 07 


لا تتغير رتبة مصفوفة 4 _بضربها من كلا ا جانبين بمصفوفة غير شاذة . 


ومن (15.4) لدينا ا 
O )15.5(‏ مود ول A e‏ 
وهذا يعطي في الخال: 
نظرية (4-16) 


لتكن 4 مصفوفة غير شاذة . إذا طبقنا على صفوف 7 التحويلات الأولية 
للصفوف نفسها التي يمكنها اختزال 4 إلى الصيغة القانونية ‏ » فإننا نحصل على 


(® 41 

توضيح 
2 3 1 
1 5- 2-] =4 
2 ” 6 


CF. A. A. Albert, “A Rule for Computing the Inverse Matrix." Amer. Math. Monthly, Vol. (#) 
48 (March 1941) pp. 198-99. CF. also H. T. Burgess, “On the Matrix Equation BX = ©” 
Monthly, Vol. 23 (1916), pp. 152-155. See also R. V. Andree, Monthly, Vol. 58 (1951), PP. 
87-92. 
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الحل 

نشكل مصفوفة 24 » تتألف الأعمدة الثلاثة الأولى منها من المصفوفة 4 › 
وتتألف الأعمدة الثلاثة الأخيرة من المصفوفة 1: 


0 0 1 2- 3 1 
0 1 0 1 = وت جح كار 
1 0 0 23 7 6 


E‏ على 14 تحويلات الصف الأولية التي تختزل المصفوفة في الأعمدة الثلاثة 
الأولى إلى 1 » وستتحول عندئذ المصفوفة في الأعمدة الثلاثة الأخيرة إلى" ۸ . 


نضيف إلى الصف الثاني من ۸۷ ضعف الصف الأول» ونطرح من الصف 
الثالث ستة أمثال الصف الأول . والمصفوفة الناتجة هي : 
0 1060 2- 3 1 


0 1 -3 2 1 0 
0 -11 35 -0 0 1 


وفي ,14 نضيف إلى الصف الأول جداء 3 - بالصف الثاني . ونضيف إلى الصف 
الثالث جداء 11 بالصف الثاني . فنحصل عندئذ على : 


0 3- 5 7 0 1 
٠‏ |0 1 2 535- 1 0 ع يلق 
3 11: هذا 2 0 0 


وفي ,34 نضيف إلى الصف الأول جداء 7/2 - بالصف الثالث. وإلى الصف 
الثاني جداء 3/2 بالصف الثالث. ونقسم عندئذ الصف الثالث على 2 فنجد: 


0 1 26 35/2 3/2٠ 
0 0 1 8 11/2 1/2 


72- 83/2- 61- 0 0 1 
= وال 


ومنه نکتب : 


سدب ااك ف 


003 83/2- 61- 
.]3/2 35/2 26 2ن 
1/2 11/2 8 
۱١‏ - استخدامات الصيغة القانونية 
لتكن 4 مصفوفة ۸ × 7# رتبتها ۲ » و 8 مصفوفة ۾ × ۸ » ولنعتير الجداء 48. 
فبالاستناد إلى النظرية )١ - ٠١(‏ توجد مصفوفتان غير شاذتين ۲ و © بحيث إن : 


ادنس N‏ ادم = م وحيث ]0 N= [f‏ 


AB = PXNQ"B). 


وبها أن "۶ غير شاذة فرتبة 48 مساوية لرتبة 8!-0/,. وفضلا عن ذلك يتألف 
N )018(‏ من الصفوف ال الأولى من 0'8 . والصفوف الباقية » في حال وجودهاء 
تتألف بكاملها من أصفارء ولذلك فإن رتبة 0-18 » هي على الأكثر .ومنه نستنتج أن 
رتبة 48 لا يمكن أن تتجاوز رتبة ۸4. وبصورة مشابهة فإن رتبة 48 أصغر أو تساوي رتبة 
8. وهكذا نكون قد برهنا النظرية التالية : 
نظرية )١-15(‏ 

رتبة جداء مصفوفتين لا يمكن أن تتجاوز رتبة أي من عاملي ا جداء . 


وثانية لتكن 4 مصفوفة ۸ × ” رتبتها «. ولتكن × مصفوفة ۾ × ۲(۸ - ۸ < و) 


ولنعتير المعادلة : 
AX =0 )16.1(‏ 

لنضع 0-1 27م - 4 . فنجد 2-0 233/071 » ومنه وباعتبار 
م غير شاذة نجد: 


0-1-0 ار 
وتتحقق هذه العلاقة الأخيرة. وبالتالي (16.1) » إذاء وفقط إذاء كانت 
الصفوف ال ١‏ الأولى من × © أصفارًا» والصفوف ال م - + الأخيرة كيفية» ومنه 


3 مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


تكون رتبة × © وبالتالي رتبة × نفسها أقل أو تساوي + - « » وفي الحقيقة» 
من أجل +« < و » يمكننا دائً) اختيار × بحيث تكون رتبته ۲  -‏ تمامًا. وعلى 
سبيل المثال؛ يمكن اختيار × '-0 بحيث يساوي [) _ )] وإذا رمزنا هذه المصفوفة 
الأخيرة ب © » فمن الواضح أن رتبة © » وبالتالي رتبة 06 = × هي م- م. 


نظرية (1-15) 

إذا كانت 4 مصفوفة ۸ × :7 رتبتها 7 » وكانت ¥ مصفوفة ۾ <١‏ بحيث إن 
0 - ياه » فإن رتبة × لا يمكن أن تتجاوز ۲ - ۸ » وتوجد دائئًا مصفوفات ¥ رتبتها 
۸-۲ بحيث إن 0 - 44. 


نتيجة (15 -8) 
إذا كانت 4 مصفوفة مربعة 7“ 7 رتبتها < » فتوجد مصفوفة غير الصف ر/[ بحيث 
إن 0 = 4¥ إذاء وفقط إذاء كان م >م. 


نتيجة (4-1) 


إذا كانت 4 مصفوفة 7<« ” فتوجد دائ مصفوفة غير الصفر ¥ بحيث إن 
4X = 0‏ إذا كان ۸ > ™. 


۷ - المصفوفة القرينة لمصفوفة مربعة 4 
إذا كانت 4 مصفوفة مربعة # × # وكان ,»يرمز في عبارة |4| للعامل المرافق 
ل ره » فتدعى المصفوفة المربّعة التي يشكل ,»عنصرها الواقع في الصف : والعمود ز 
بالمصفوفة القرينة ل 4 (ونرمز لها ب 4 .4 )» أي أنه إذا كان (ر») = 4 » فعندئذ 


.adj. A = (a) 
وفكد ايكون‎ 
ait Qat 0 
adj. 4= aa ويه #57 و0‎ uA 
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ومن التعريف في (14.2) ل 4 معكوس مصفوفة غير شاذة 4 » يتضح مباشرة أنه من 
أجل 4 غير شاذة يكون : 
Tq di. 4. )17.2(‏ = لكل 

وينبغي ملاحظة أنه بينم| يوجد لكل مصفوفة مربعة مصفوفة قرينة» فإنه يوجد 
معكوس اا مربّعة غير شاذة فقط. وعلى أي حال فلدينا من الخواص الأساسية 
[نظرية (8-1) و(۷ - :])١١‏ 


(17.3) ;411| = 4١ل A-(adj. A) = (adj.‏ 
بحيث إنه إذا كانت 24 بصورة خحاصة» شادة فإن: 
A-(adj. A4) = (adj. A)-A4 = 0. (17.4)‏ 


ونبرهن الآن النظرية التالية : 


)١- 19( نظرية‎ 

إذا كانت ا مصفوفة ا مربعة 4 غير شاذة» فعندئذ تكون مصفوفتها القرينة غير 

شاذة و ١-"إلما‏ = |4 adj.‏ › وإذا كانت رتبة 4 أصغر من 1 - « فإن 0 = 4 .زه » أما 
إذا كانت رتبة 4 مساوية ل 1 - 7« فإن رتبة ۸4 4ه هي الواحد . 


ونستنتج العبارة الأولى للنظرية من (17.3) مباشرة» وذلك بأخذ محدّدات كل من 
الطرفين» فنجد: 
|All".‏ = إل .زقه| ١ك‏ | 
ومنه باعتبار أن 0 |4| . . 


ladj. A| = |Al"7. )17.5( 


وتنتج العبارة الثانية من حقيقة أنه إذا كانت رتبة 4 أقل من 1 - ۸ فإن كل 
0= ره » بحيث يكون 0 = ۸ .[4ه. 


°٦‏ مدخل إلى نظرية المحنّدات والمصفوفات 


ولبرهان العبارة الأخيرة نلاحظ أن إ» واحدة» على الأقل» ستختلف عن الصفر 
باعتبار أن رتبة 4 هي ۸-1 وهذا يعني أن رتبة 4 .ز4» هي على الأقل واحد. وفضلا 
عن ذلك وبالاستفادة من (17.4) نستنتج من النظرية ١5(‏ - ۲) أن رتبة 4 .4ه هي 
على الأكثر واحد. ولذلك فإن الرتبة يجب أن تساوي الواحد بالضبط . 

ونبرهن الآن النظرية التالية: 
نظرية (۴-۱۷) 

لتكن ۸1 مصفوفة مصغرة مربعة «7 × :7 تقع في الصفوف ب .... ,ي ,6 وفي 
الأعمدة ,/.... يا ,امن ا مصفوفة ا مربّعة 4 » ولتكن ۷ ا مصفوفة ا مصغرة ا مربعة 


1 >“ 17 الواقعة في الصفوف ,ل .... ,را ,1 والأعمدة ر .... رم ممن 4 .447. فعندئذ 


)17.6( [ المتمم الجبري ل |80 |] . ”لم = الها 


ونبرهن مبدئيًا النظرية من أجل 4 غير شاذة . لنفرض أولاً أن 4 تقبع في الزاوية 
العليا اليسرى من 4 . فنجد من العلاقة بين المصفوفات: 


@ د 3 کا 5 
@in ee “n en . . 6 0 .‏ 6 
0 حنم ê‏ مد اله عبنت 5 
da‏ 0 
ا( ضف ley mm Ra FÊ‏ أده a‏ 
dnı dan‏ 
ome 3‏ 117 کا ات 55 
مده °“ dımxı‏ 0 داكا كلها 
ب +6 متنا A]‏ عد 0 


ع hea TE‏ 0 عدن 0 
و دم Û evi‏ .6 0 
وبعد أخذ محدّد كل من الطرفين والنشر وفقا لنظرية لابلاس: 


.[ المتمم الجبري ل |30 |] . |4| > |١|‏ . || 
ومنه. وباعتبار 0 ± |4| » نستنتج (17.6). 
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لنفرض الآن أن 14 تقع في الصفوف ,۸ ,... ررم والأعمدة ,را .... ورا امن 4. 
فيمكننا دون التأثير في قيمة |1| أو متممه العادي» سحب صفوف وأعمدة 4 بحيث 
تقع 14 في الزاوية العليا اليسرى . وإذا رمزنا ب 8 للمصفوفة الناتجة نجد : 
ED‏ ,|4| "2 -) = زها 
4 
)17.8( .(متمم |/1(4)|2-) = المتمم الجبري ل |۷| 
یق 


q = kı + < +h Fl F لله‎ Fl. 


والعوامل المرافقة في 8 تساوي ,»1 -) باعتبار أن مبادلة صفين متجاورين أو 
عمودين متجاورين يغير إشارة كل من العوامل المرافقة. ولكننا نحصل على 8 .[4ه 
بسحب أعمدة وصفوف 4 .ز4 بالطريقة نفسها تمامًا التي سحبنا فيها أعمدة وصفوف 
4 ثم إلحاق العامل ؟(1 -) بكل عنصر. لنرمز الآن ب ,۷ للمصفوفة المربعة «م × »م 
الواقعة في الزاوية العليا اليس رى من 8 .64 » فيمكن كتابة /1(48 -) = ,۸ بحيث نجد: 

,[ متمم |30 |] !` ”|8| = || "1° -) = IN,‏ 
ومنه 
[متمم |30 |] 9-1( -) 1 ”| = D™ |N|‏ -) 
أو 
[المتمم الجبري ل |3 |] |۸ | = [( متمم || (19-)] "4۱۳| = اا 

وهكذا نكون قد برهنا النظرية من أجل 4 غير شاذة . 

لنفرض الآن أن 4 شاذة. إذا كان 1 < *” فينعدم الطرف الأيمن من (17.6) 
باعتبار أنه يحوي العامل |4| بينما 0 = |١|‏ طالما أن رتبة 4 .[4ه أصغر أو يساوي 1. 

ومن أجل 1= ” تصبح (17.6) على الشكل : 


[المتمم الجبري ل ريه] "(الما) = بيه 
وهذا صحيح بالتعريف إذا اتفقنا على أن 1 > '/4|. 
وهكذا نكون قد برهنا النظرية (۱۷ -۲) في جميع الحالات . 


0۸ مزيد من جبر المصفوفات 

وتوجد حالات خاصة من النظرية السابقة لها أهمية خاصة . فلنفرض أولاً أن 
1 - = ” ولتكن 14 المصفوفة التي نحصل عليها من 4 بحذف الصف : والعمود ز. 

والمتمم الجبري ل14| عندئذ هو N‏ . ,1*4 -) » وهو المصفوفة التي نحصل عليها من 
4 .4 بعد حذف الصف زوالعمود :. 
ومنه a‏ -) = |۸| حيث ت هو العامل المرافق ل ره في |4 .ز4ه|. وهكذا نجد 


نتيجة (۱۷ ۳) 
إذا كانت (ره) = 4 مصفوفة مربعة « × ” وكان a,‏ العامل ا مرافق ل E‏ 
|4 :2047| » فعندئذ 


بيه ?4| = 


والآن لتكن 14 المصفوفة المربّعة 2 × 2 الواقعة في الصفَّين ؛ و»والعمودين زوامن 
4. فتنتج النظرية في هذه الحالة : 
نتيجة (17 - 4) 

إذا كانت N‏ المصفوفة الصغرة ذات ال (2 - «) صما التي نحصل عليها من 
المصفوفة ا مربعة 4 ا بعد حذف الصفين و والعمودين زوا » فعندئدذ 


7 ے ا‎ DF NIA 
air Qet 
تمارين‎ 
احسب المعكوس والمصفوفة القرينة لكل من المصفوفات التالية:‎ 
1 1 0 2 0 0 
0 1 0| ؟)‎ 0 -3 0| )١ 


0 0 2 0 0 1 


مزيد من جر المصفوفات ۹ 


3د 35 
۳( 0 
4 2 1- 
8 هه ب0 
(o‏ 3 3 ا 
2 2 1- 


0 0 (v 


O0 © سرع‎ 
35 
N 


)١‏ احسب المصفوفة القرينة ل 


-3 


2/3 2/3 8 
-2/3 1/8 -2/8| ؟)‎ 
-1/3 2/3 1018 
9 6 2 
6 7 -6 4 
-2 6 9 
k مودعم‎ 
30 k a (۸ 
b .—a k 
و‎ 3 1 6 
-3 2 3 
12 838 
1i Û 
43 9 
§ 1 اك‎ 


۲ إذا كانت 4 مصفوفة مزيعة غير شاذة عناصرها من الحقل المركب» فبين أن 


(4% = (A) *. 


(4) = (A7); 


(4)7 = )4 7 


۴ بين أنه يمكن كتابة المصفوفة 4 ذات الرتبة كمجموع ٣‏ من المصفوفات رتبة 


كل منها الواحد. 


5 مزيد من جر المصفوفات 


4 ين أن الصفوقة القرية دا حصفركين ربعن يساوي جد الهفوفيق 
القرينتين بترتيب معاكس إرشاد: [استخدم الفقرة 9]. . 
6 1 8 3- 52 52- 
)٠‏ إذا كانت 4 هي المصفوفة |7 5 3 فنأ 8- 8 22 |=4 .adj.‏ 
92 4 37 08 7 


وإذا كانت 8 هي المصفوفة التي نحصل عليها من 4 بحذف الصفين الأول 


والثاني فأوجد بالخدس 8 [44. 


٠.‏ ا 


التصلا|ا كامس 


دظرية 
الارتبساط الخطي 


۸ - مفهوم الارتباط الخطي 

نقصد بمبتّجه × ذي ۸ بُعدّا فوق حقل » مجموعة مرتبة من « من عناصر 

5. » وهكذا نكتب: 
لاص عم 5 )اح الل 

حيث تنتمي المقادير * إلى2. . ويمكن أن يكون المتجه × إما متجه صف» ونشير إليه 
بأقواس مستديرة» أو متجة عمود» ونشير إليه بأقواس مربعة. [,×,... ,ند .,*] = × 
جتان ار آلا رج الف لتيعيقرقة ٠‏ ارهج اسو ار 
21 . ومنهء وإلى الحد الذي يتعلق بالجمع والطرح أو الضرب بأعداد سلّميةء ٠‏ فإن 
المنجهات تنصاع للقوانين المذكورة في الفقرة ۳ 


لنعتبر الآن ” من المتجهات ذات ال : بُعدًّا فوق الحقل2. 


(Zn, Tia, °°° , Tin),‏ = رك 


(ay Ta, ٠٠“ , Ton), )18.1(‏ = وك 


فيال إن هذه المتجهات مرتبطة خطيًا بالنسبة إلى إذا وُجدث ”من 


العناصر ,6 .... kk,‏ من » ليست جميعها أصفارًاء بحيث إن : 
(18.2) 0 = يم + <° + kıXı + kX,‏ 


"5 


1۲ مدل إلى نظرية المحدّدات والمصفؤفات 


وحيث (0 ,... ,0 ,0) = 0 هو المتجه الصفر. وإذا لم توجد مثل هذه المجموعة من 
العناصر * . أي إذا كانت العلاقة (18.2) تتضمن كون 0 = ي/ = ... = رم = ۾ 
فنقول عندئذ إن المتجهات ال :” مستقلة خطيًا . 


وعلى سبيل المثالء إذا كان (3 ,1 - ,2) = ,× . (5- ,7,3) = ,× 
و(19-,8,9) = و فعندئذ 0= × + ,22 - ,3 » وهذا يعني أن المتجهات الثلاثة 
اللعطاة بمركبات من حقل الأعداد النسبية» هى متجهات مرتبطة خطيًا وعلى 
العكس فإن المتّجهات الشلاثة (1,0,0,0) = ,۷ » (0,1,0,0) = ,۷ و (0,0,1,0) = بلا 
هي متجهات مستقلة خطيّاء ذلك لأن (0 ,رر .,#) - ,۸۷ + ر ۷ر۸ + ۸۷ء وهذا 
اجه الأخير هو المحجه الصفر إذاء وفقط إذاء كان 0 = ب = ر = . 


تعريف 

إذا كان لدينا من كثيرات ا حدود ب/.... ,رر ,بمتغير واحد أ وأكثر وبمعاملات 
من حقل » فيقال : إن كثيرات ا حدود ال ««مرتبطة خطيًا بالنسبة ل إذا كان يوجد 
من عناص ر » ولنقل ,ر ,... ,۸ ,«» ليست كلها أصفارًا» بحيث إن : 


kif 3 kaf» iT 2 = 0. )18.3(‏ 
وإذا لم توجد مثل هذه | لمجموعة من المقادير # » نقول إن كثيرات الحدود ال ”مستقلة 
خطيًا. 


ومن الواضح أن :”من كثيرات الحدود تكون مستقلة خطيًا إذاء وفقط إذاء 
كانت المتجهات ال ” التي تتألف مركباتها من معاملات كثيرات الحدود مستقلة خطيًا. 
وعلى سبيل المثال. فإن الدوال الخطية الثلاث : 
y+ 83,‏ - م9 ع[ 
,5 ديق + 7= 
,19 ع 8z + 9y‏ = وا 


نظرية الارتباط الخطي 3 
التي تشكل معاملاتها مركبات المتجهات ,× ,رلا ,× أعلاه: هي دوال مرتبطة خطيًا. 
وبتفسيرها هندسيًا نقول: إن هذا يعني أن الخطوط الثلاثة 0= ,1ء 0= راء 0= واغير 
رة أو إن خطا واحدًا يمر عبر نقطة تقاطع الخطين الآخرين. 

ونعرض الآن ونبرهن : 
نظرية )١-148(‏ 

إن وجدت بين ال متتجهات ال ” ,لا ,... ,با ا جموعة جزئية من > امن 
الجهات المرتبطة خطيّاء فإن ا مجموعة بكاملها المؤلفة من « متجها تكون مرتبطة 


ولتسهيل الرمؤؤ» يمكنناء دون آية خسارة في شمولية العاة الافتراضى بان 


المتجهات کو وله #المزقيظة خطيا.. ومنه يوجد ومن الأعداد ny‏ 3 لست 
جيعها أصفاراء بحيث إن: 
kX, = 0. (18.3)‏ + ...ل kıXı + kX;‏ 


ولكن هذه هي بدقة المعادلة (18.2) بعد وضع أصفار بدلا من ...., ,,۸.وهذا يثبت 


']+و 


E 5 53 / 35‏ 8 032 
نقول إنه يمكن التعبير عن ا متجه ۷ كتركيب خطي في ال متجهات ,£ ,... .يك بلا 
إذا كانت توجد عناصر پد وز م ن۴ بتحيث إن : 
a:‏ أله هد °° لل eX,‏ + ايه د Y‏ 


نظرية (۲-۱۸) 
إذا كانت ”من ا منجهات مرتبطة خطيّاء فمن ا ممكن دائيً التعبير عن واحد ما 
منها كتركيب خطي في ا متجهات الباقية . 


ذلك لأنه في (18.2) سابقاء وباعتبار أن المقادير » ليست جميعها أصفاراء يمكننا 
الافتراض بأن 0 + ,». وعندئذ يمكننا نقل الحد ,×۸ وقسمة الطرفين على ,# لنجد: 


1٤‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


eK, )18.4(‏ عله aan‏ حل وي ارو ووه علد إل Xer EK‏ < 


راحب 5 
حيث = ». ولدينا أيضا: 
4 
نظرية (۳-۱۸) 
إذا كانت ا متجهات ر ,... ,ب ,ب مستقلة خطيًا > بيني المجموعة من 1+ #" 


من اللتجياقه ر ر يد ك س لف و وقبطة غخطاء 
فعندئذ يمكن التعبير عن , , ,ب كتركيب خطي في يبل ,... ويه ,4. 

توجد علاقة من الشكل : 
(18.5) 0 = لو اروس + م ل ° + قر 


ملو المقادير » فيها أصفارًا. والآن ±0 , , _* . ذلك لأنه إذا كان 

= فإن المقادير E‏ ور م ,۸ ليست جميعها أصفازرًاء وبالاستناد إلى 
سني ا عندئذ الاستنتاج بأن ,× ,... × مرتبطة خطيًا مما يناقض الفرض . 
وبا أن 0 * , م فيمكننا بنقل , ,بن , , ,,» وقسمة الطرفين على , , ,م 
التعبير عن , , ,× كتركيب خطي في ,× ,.. 2 


تعريك 
تدعى ا مصفوفة 4 في (1 .8( <« التي تتالف صفوفها ال متتالية من مركبات 
ا تجهات واو A‏ اعت E‏ 


وبدلالة المفاهيم التي عرفناها لتونا نعرض ونبرهن : 


نظرية (۱۸- )٤‏ 
الشرط اللازم والكافي لتكون ال :”من التجهات ر .... ,¥ » وکل منها ذو ” 


بعذاء مرتبطة خطيًا هو أن تكون رتبة مصفوفة ا متجهات أصغر من . 


لبرهان هذه النظرية يمكننا افتراض أن « > ”.ذلك لأنه إذا كان ۸ < ص 
فبدون التأثير في مسألة الاستقلال أو عدم الاستقلال الخطي» أو بدون تغيير رتبة 


نظرية الارتباط الخطي 1 
المصفوفة 44 » يمكننا أن نضيف لكل متّجه ۸ - ”من المركبات جميعها أصفارّاء فنجد 
Xi = (Za, **, Tin, O, °°°, 0).‏ 


لنفرض اول أن المتجهات ال ”مرتبطة خطيًا. فعندئذ وبالاستناد إلى 
النظرية (۱۸ - ؟) يمكن التعبير عن أحدهاء ولنقل ,× كتركيب خطي في المتجهات 
الأخرى» بحيث تصبح علاقة من الشكل (18.4). لنطرح الآن من الصف ؛ ني 
0-6 الصف الأول ب » جداء الصف 1 -: بد _.©» جداء الصف 


1 +2ةب, 5 .. إلخ . فيتألف الصف من المصفوفة الناتجة عندئذ من الأصفار 
كاربت المصفوفة فيها صا فقط فمن الواضح أن رتبتها أقل من ”. 


وعلى العكس. لتكن رتبة 24 مساوية ل + < :7. فعندئذ تحوي 4 على الأقل 
مصغرًا واحدًا فيه من الصفوف وغير منعدم» في حين تنعدم كل المصغرات ذات 
اك 1 ف وبدون تغيير رتبة 14 » ودون التأثير في الاستقلال أو عدم 
الاستقلال الخطي للمتجهات» يمكنناء عند الضرورة» تغيير رتبة المتجهات 
والمركبات ضمن كل مجه بحيث تقع المصفوفة المربّعة ۶ ×۶» التي يساوي 
محدّدها كمية 4 غير الصفر, في الزاوية العليا اليسرى من 14. لنعتبر الآن المتجهات 


ال ,× ,... ,و ,ا الأولى وأيّا من المنّجهات ال + - ” الباقية» ولنقل ,×. ولنرمز ب ۸ 
لمحدّد المصفوفة المربعة (1 +ع) × (1 +م): 
ep Tir} Tirs °'' Din‏ 211 
. ۰ ۰ اة 0 عمو 0 <٠‏ 
(18.6) وه “* Fa‏ إعزة مده Ms‏ 
Tin‏ ا+ع,2 2 Ta1‏ 


التي الف من الصفوف ال + الأولى والصف 5 ومن الأعمدة ال 1 + + الأولى من 
المصفوفة 34 في (18.6) ab‏ لنرمز ب ر ب .. ,رم للعوامل المرافقة لعناصر العمود 
1 ++من 4 . فمن الواضح أن 0= 4= ,, 4 ikna,‏ لاسا إلى ay ja,‏ 
(18.7( ولو 5 21 0 STE + kre; = O0,‏ 


1 مدخل إلى نظرية المحدّدات وال مصفوفات 


ولدينا أيضًا بالاستناد إلى النظرية (۸-۷) : 

)88( ا[ A‏ عوبس الك Ba‏ 2 

إذا كان 1 + + < ۸ لنرمز ب ,4 لمحدّد المصفوفة المربعة (1+) × (1 + ) التى 
تقطابق أعمدتها الم الأولى مع تلك الموجودة في 4 ولكن عمودها ال (1 + 5 
هو العمود ؛ (7 >> 1 + :) من 1. وبما أن العوامل المرافقة لعناصر العمود 


الأخير من بك هي» على وجه الدقة, الأعداد ,ب ,... ري )في (18.7) ؛ 
فسنجد عند نشر ,4 وفقا للعمود الأخير: 
)18:9( .™, س ,2 دام 4( 0 = Krai‏ + 1 5 

=1 


ومن الواضح ء فق ل (18.7) و (18.8) » أن (18.9) تصح من أجل ۸,... ,1,2 -:. 


ومنه : 

kik + ل‎ F bX, + كابير‎ = 0, (18.10) 

وبالتالي» وبما أن 0 , ,۸ء فنستنتج أن المتجهات ,ل رلا .... ,× مرتبطة 
خطيًا. وبالاستناد إلى النظرية (18 - )١‏ نستنتج أن المجموعة ...من , 


من المتجهات هي مجموعة مرتبطة خطيّاء وهو المطلوب . 
وهكذا نكون قد برهنا النظرية التالية الأكثر تحديدًا. 


نظرية -1١8(‏ ه) 

لکن الم کجات ذات ةا فوق ا حقلٍ”. , ذا انك ة 
المصفوفة في (18.1) هي < م ؛ يويجك من جن المع جهو ات اودوع 

مق السج هسايق لقا دا في حين يمكن التعبير عن ا متجهات 

ا - «” الباقية كتركيب خطي في المنجهات ال «تلك . 

ومثلها مثل المجهات ال المذكورة في النظرية, يمكن أخذ أي + من 
المتجهات المستقلة خطيًا من به بن التجيات: ,ال أي ۲ من المتجهات التي تكون 
رتبة مصفوفتها . 

ونحصل مباشرةً على النتيجة التالية : 
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نتيجة (5-148) 


تكون التجهات بل .... ,با ,ا ذات ال ۸ بعدًا فوق ا حقل>3 » على 
الدوام » مرتبطة خطيًا إذا كان «< . 


۹ - فضاءات المتجهات الخطية 
لتكن ... ,× × ,× متجهات ذات ” بعدًا فوق حقل2. . فتحقق هذه 
المتجهات عندئذ الشروط المذكورة في المعادلات (3.5) ,... ,(3.1). لنفرض بالإضافة 
إلى ذلك أن هذه المجموعة ۲ من المتجهات تحقق الشرطين التاليين: 
)١(‏ إذا كان ,لا ينتمي إلى '1 وكان © أي عنصر من » فعندئذ ينتمي ,كلك إلى '1 . 


(۲) إذا كان ,لاوا أي متجهين من 1 » فعندئذ يكون × + ,ا متجهًا من 
7 . فيقال: إن مثل هذه المجموعة من المتجهات تشكل فضاء متجهات خطَيًا 
فوق . ومن الواضح أن المجموعة المؤلفة من المتجه صفر (0,... ,0,0) = 0 فقط 
تحقق الشروط السابقة » فهي إذن مثال على فضاء متجهات خطي . 


نظرية )١-19(‏ 
إذا كانت ب ,... ,و4 + متجهات فوق5. » فإن المجموعة 1 المؤلفة من كل 
التراكيب الخطية ,کر + ... + جره + ٠‏ » حيث تتغير المقادير ء فوق الحقل2. » 

تشكّل فضاء متجهات خطيًا فو ق . 


ذلك لأنه إذا كان ,×2 - 1 . فعندئذ يكون ,× (6) < = ۲ء أيضًا 


تركيبًا خطيًا في ,× ,... ,1 بمعاملات من . وبالإضافة إلى ذلك إذا كان 
26 = 7 ينتمى إلى ٣‏ فعندئذ ينتمى ,2( + ,)< - 7 + ۲ أيضًا إلى ٣‏ . 
ويُقال إن مجموعة المتجهات ,× ,... × تولّد فضاء المتجهات الخطي ٣‏ . 


وسنيرهن الآن النظرية المهمة التالية : 


1A۸‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
نظرية (۲-۱۹) 

ق n‏ ,× متجهات ذات «بُعدًا فوق حق لى » ووز اقرا 
المتجهات المتولد عن هذه المتجهات ال ”. إذا كانت رتبة مصفوفة هذه المنّجهات M‏ 
مساوية ل » فيوجد من بين المتجهات × هذة: من المتجهات المستقلة حطياء بحيث 
يمكن التعبي وبصورة وحيدة» عن كل منّجه في 1 كتركيب خطي في المتجهات 


الم هذه. 
قبل كل شيء نستنتج من النظرية ٠۸(‏ - 9) أنه توجد من بين ال :7 متّجهًا :من 
المتجهات الق خا ج رت 3 وسنرمز هذه المنّجهات بل ,... لد وبحيث 


يمكن التعبير عن أي من المتجهات ال + - ” الباقية (في حال وجودها) كتركيب خطي 
e‏ كق 


Sen, FF o Fere‏ وموك 
)19.1( و داد ا و RÎ‏ 


حيث العناصر .© هي عناصر من ”. . 
والآن يمكن كتابة أي متجه ۷ من 1 على الشكل : 
Ra a‏ ت a + k,X, + Ring es‏ علد Y= kıX,‏ 
ت ٤‏ 
وإذا بدلنا في هذه المعادلة الأخيرة كلا من ,ر ,... ٠‏ , | بعبارتها من (19.1) » نحصل 
على : r‏ 
)19.2( هدح = Y = KX + BK FY ° FEK,‏ 


حيث 


زا 6ه ,1,2 ت Bess (j‏ م + رم = kj‏ 


وفي حال وجود عبارة ثانية ل ۲ كتركيب خطي KG‏ 
RIX, )19.3(‏ هد ...عد Y= BPX + KK;‏ 
فيجب أن نحصل» لدی طرح (19.3) من (19.2) على : 
(kf — k)X, = 0,‏ ل ...عد ةليط — (kf‏ + ,1036م — (ki‏ 
ومثة» وباعتبار أن ,رور تمستقلة خطيا» نجد: 
0= "اط — kf — kf =0, °°° yk‏ 
أئ أن ره “,1,2 =( kK =k‏ 
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وبالتالي فإن عبارة لا كتركيب خطي في ,× ...ر ,دهي عبارة وخيدة. وهو المطلوب . 
وسندعو مثل هذه المجموعة من الجهات Xx, ie Xx,‏ اساسا لفضاء 
المتجهات الخطى ٣‏ . 
وأخيراً نبرهن : 


نظرية (۳-۱۹) 
لیکن 7 فضاء متّجهات ا فوق 7. ولد عن :7 من المتجهات 
,لل .... برلا ,لاد » ذوات الأبعاد ١‏ » والمعرفة فوق2. . إذا كانت رتبة المصفوفة في (18.1) 
المؤلفة من المتجهات ال * » مساوية ل+. فإن أية مجموعة من (1 + م) من المتجهات 
في '1 تكون مرتبطة خطيًا. 
لبرهان هذه النظرية. لنرمز ب ,ر۲ ,... ويلا ۲ لاي 1 + + من المتجهات 
في ۳ ٠‏ ولنرمز ب , ..لا, , لمصفوفة هذه المتجهات . أي أن : 
6 
Ya‏ 
Noms 3‏ 


Fees 


هى المصفوفة التى يتألف صفها ال ¡ من مركبات المتجه ,7. ولبرهان هذه النظرية» 
نقول: إنه بالاستناد إلى النظرية (۸ - »)٤‏ يتوجب علينا فقط أن نبرهن أن رتبة ۸ 
أقل من 1 + . 

اووس عي E‏ مسي سيد 
الصف الأخرى ,× ,... ,ا التي تشكل أساسًا لفضاء المتجهات 1 . ومن الواضح 
رتبة لا لا يمكن أن تتجاوز رتبة ۷. 

وبالاستناد إلى النظرية (18 -؟) يمكن التعبير عن كل من المتّجهات ۷ كتركيب Ù‏ 
خطي في ,× ,... Ky‏ ,ومن إذا طرحنا من كل من ال 1 ++ صقا الأولى في 1# جذاء 
أعداد مناسبة بالصفوف ال الأخيرة نجعل الصفوف ال 1 + الأولى أصفارًا . وهكذا 
نجد أن رتبة ۷ » وبالتالي ۸ » لا يمكن أن تتجاوز + . وهو المطلوب . 


7 مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


تعريفف 

لتكن ,£  ....‏ × متجهات ذات ,بُعدًا فوق حقل. . إذا كانت رتبة مصفوفة 
التجهات ۸ في (18.1) هي + » فسندعو ”بعد فضاء التجهات اللمتولّد عن ا منجهات 
وة ستو رفغا التجهاك ها ب 


ونستنتج من هذا التعريف ومن النظريتين (۱۸ - 4) و(۱۹ - ") أن بُعد فضاء 
متجهات خطي هو بالضبط أكبر عدد من المتجهات المستقلة خطيًا في هذا الفضاء. 

ومن الواضح أن مجموعة كل المتجهات ذات البعد ۸ فوق حقل. تشكل فضاء 
متجهات خطيًا فوق2. . ويمكننا بسهولة إيجاد « من مثل هذه المتجهات المستقلة 
خطيّاء وعلى سبيل المشال نذكر المحجهات ال « التالية: (0,... ,1,0) = ۷ 
(0....1 ,1 ,0) > ولا » (1,... ,0 ,0)> ,۷ » حيث يحوي ,۷ المقدار 1 كمركبته ال ¡ 
وأصفارًا من أجل المركبات الأخرى. وأيضًا المتجهات ,× م التي تكون 
مركباتها بحيث إن محدّد المصفوفة في (18.6) مختلف عن الصفرء هي وفمّا للنظرية 
اده مقا طا في حين تكون أي مجموعة من (1 + ) من المتجهات» قم 


وهكذا نجد النظرية : 
نظرية (4-19) 

تشكل جموعة كل اتجهات ذات ال #بعدًا فوق حقل3 ٠‏ فضاء منّجهات 
خطيا ,ابُعده ”. ويمكن أن نختار أية جموعة من «من ا منجهات المستقلة خطيًا 
وك ,... وول من ٣‏ كأساس هذا الفضاء . 


7 


تماريه 
سن 
لتكن المجموعات التالية من المتجهات فوق حقل الأعداد الحقيقية . حدّد أساسًا 
لفضاء المجهات الخطي المتولّد عن كل مجموعة . 


نظرية الارتباط الخطي الا 


û TD )‏ ) 8-8 117 يوسم 
1( «4,3,2,1) ع( (5,ق ,ات ۳( (3 ,6 ,2,4 ,7 ) 
E bs‏ 1 ,1( (8,0- ,2=( (16 ,5,11 ,1- ,2 ( 
9,16 ,1,4 ( 5 ,3ة ) (1 ,2- ,3- ,0 
1D‏ ,0 3 

1 ٦ ) 8, 0, TD 6 ely lb MOE 
{ ورد‎ 010 ( mal, @D (-3,3 EE 
(rm, = 0( (=1, ب‎ 1 -1,0( 


من بين المجموعات التالية معترة كمتجهات» A‏ التي تشكل فضاء 
متجهاتك عخظ] وأو أساسًا لكل فضاء خطي : 


۷) مجموعة كل المصفوفات 2×2 


؛ ١‏ فوق حقل الأعداد الحقيقية . 
4 


0 0 0 
8) مجموعة كل المصفوفات 3 ×3 م 6 هأء حيث 4. (وء أعداد حقيقية . 
0 0 0 
٩‏ مجموعة كل كثيرات الحدود من درجة أصغر أو تساوي 3 (في متغيّر حقيقى ) 
وبمعاملات حقيقية 
az + bz" + cz + d.‏ 
)٠‏ مجموعة كل الدوال الخطية الحقيقية بمتغيّرات حقيقية ج بر 2 
.4 + هه + by‏ + نمه 
١‏ مجموعة كل كثيرات الحدود من النوع 


a(z + y7) + bz + ey + 4 
. بمعاملات حقيقية‎ 


الفصسل السائسس 
3 : س 
المعادلات الخطيسة 


٠‏ مقدمة 
لنعتبر نظامًا من :”من المعادلات الخطية في المتغرات (المتحولاات) ٠,‏ .ين × 
anl, = kı,‏ عل ٠٠٠١‏ عل aut‏ 
٠.٠٠١ + dnt, = ka, (20.1)‏ عل dat‏ 


Gait HF ع‎ F Caan = Ba, 
A= (a) و بهي عناصر معروفة من حقل ما۶. . وإذا رمزنا ب‎ ٩ حيث إن المقادير‎ 
لمصفوفة المعاملات  × «» وب × و لمصفوفتين كل مغهه) بعمود واحد أو مجهي‎ 
: عمود» فيمكن كتابة المعادلة (20.1) بلغة المصفوفات كما يلى‎ 


AX - 2, )20.2( 
حيث‎ 

1 2 17 612 إدت 
(20.3) 

2 2 أنه 2 ا daz‏ نا عد 1 

Gui Qn *** س6‎ Ta ka 

ولسهولة الكتابة» سنرمز لمتجه العموة أو المصفوفة /1 في (20.3) بالرمز 

Ess]‏ ¿ خيث قشر الأقواس المربعة لمتجه العمود. و '× هو عندئذ متجه 


الصف ( او E‏ 5 ونشير له بأقواس مستديرة » وسالتنا هي أن نحدد الشروط 
اللازمة والكافية بالنسبة للمصفوفتين 4 و× لكي يكون مکنا وجود متجهات × تحقق 


1 
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(20.2) » وإعطاء طريقة لإيجاد مثل هذه المتّجهات في حال وجود أي منها. وسيصبح 
من الواضح خلال المناقشة أنه قد لا يكون لنظام المعادلات في (20.1) أي حل على 
الإطلاق . وقد يكون لا بالضبط حل واحد» أو قد يوجد أكثر من حل واحد. وفي مثل 
هذه الحال سيكون ها ما لا نهاية له من الحلول. 


والطريقة المألوفة في حل المعادلات (20.1) هي طريقة الحذف المتتالي 
للمجاهيل . وسنفرض أنه في معادلة واحدة على الأقل» مثا الأولى. يختلف معامل 
عن الصفر. (في الحالة المعاكسة سوف لا يحوي نظام المعادلات على « من 
المجاهيل) . ونحل إحدى المعادلات من أجل ,×بدلالة سود ekg aj x Xas‏ ونعوؤض 
في المعادلات الباقية» فنحذف ,د. ونظام المعادلات الناتجة. والتي لا تتحول إلى 
مطابقة » تحوي على الأكثر 1- ۸ من المجاهيل. وبعدها نمضي في حذف المجاهيل 
الباقية واحدًا تلو الآخر. ويمكن أن تقودنا عملية الحذف إلى معادلة من الشكل 
»= 0» حيث 0 + ». ومن الواضح أن هذه العلاقة مستحيلة؛ أي لا يوجد للنظام 
(20.1) حل في هذه ال حالة . وفيها عدا ذلك ننتهي إلى معادلة من الشكل : 
Dj; = Cu, ji>D, (20.4)‏ مك ٠...‏ عل bini‏ 
أو إلى معادلتين أو أكثر من هذا النوع» بحيث لا يوجد بين أي اثنتين منها مجهول 
مشترك» وفي كل منها م واحدة على الأقل تختلف عن الصفر. إذا كانت 0 8,2 . ننقل 
إلى الطرف الأيمن في (20.4) الحدود التي تحوي ,×.... ., , ,دء ونخصص فمذه الأخيرة 
قيا اختيارية من الحقل”. ونحل من أجل ,× بصورة وحيدة. وعندئذ نقتفي أثر 
الخطوات التي احتوتها عملية الحذف ونحلٌ على التتابع من أجل المتغيّرات التي حذفت 
حتى نجد أخيراً مجموعة (,×,... ,لذ ,,*) تحقق (20.1). 


ونلاحظ أن الطريقة السابقة تستخدم فقط العمليات النسبيّة الأربع » ويتضح 
إذن أنه إذا كانت عناصر المصفوفتين 4 و × من حقل2. . فإنه إذا كان للمعادلات 
(20.1) أي حل على الإطلاق» فسيكون هذا الحل في2. . 


طم المعادلات اللخطية Ne‏ 


-١‏ مجموعة + من المعادلات ب « من المجاهيل ومحدّد غير منعدم 
لنعتبر أو نظام # من المعادلات ب »من المجاهيل : 
(21.1) و1 - AX‏ 
حيث 4 مصفوفة مربعة ۸ × # غير شاذة. بضرب طرفي (21.1) من اليسار 
ب 4-3 . نظير 4 » نحصل على 


X = AFR, (21.2) 

وهذا الحل يحقق (21.1) بالإضافة إلى أنه الحل الوحيد. وبا أن عناصر الصف امن 
ي AAT Al’‏ 

فيمكن كتابة (21.2) على الشكل : 


1 
و2‎ EH (ak, +F axika + °°. + anikn) د‎ 1l, 83 5 )21.3( 


lli 


وفمًا لعناصر العمود : أن العبارة بين قوسين في الطرف الأيمن من (21.3) هي بالضبط 


لنكتب الآن 4 = |4| . بها أن ررهي» + ... + مره + م» = ۵ فيتضح جليًا من النشر 


محدّد المصفوفة التي نحصل عليها من 4 بعد وضع , .... ر ,بدلا من عمودها 
ال: » وإذا رمزنا ب ى لهذا المحدّد المذكور أخيرًا فيمكن كتابة (21.3) على الشكل : 
(21.4) الى + ,رک الك د 


وتعرف هذه النتيجة كقاعدة كرامير Cramêèr”)‏ , 


نظرية )١- ۲١(‏ 
يكن التظام (21.1) من #من العادلات ا خطية فق # س الجاهيل» 
۴ من من ن 
بد .... رين وبا إذا كان حدّد ا معاملات |4| = 4 تلا عن الصفر فيكون للنظام 


8 A ١ 
4 عندئذ حل وحيد “ج- = ,د » حيث ,4 هو محدّد المصفوفة التي نحصل عليها من‎ 
.: بوضع المقادير ۸ بدلا من العمود‎ 


.Gabriel Cramèr, (1704 - 1752) )*( 


۷٦‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


۲ - نظام من المعادلات الخطية في ” من المجاهيل 
لنعد الآن إلى النظام (20.1) المؤلف من ” معادلة في ”من المجاهيل . وستدعى 
المصفوفة 4 في (20.3) بمصفوفة المعاملات, والمصفوفة (1 + «) × « التي نحصل 
عليها بإضافة عمود المقادير م إلى 4 تدعى المصفوفة الوسعة .M‏ 


dı @2 ٠ ٠١٠ dın kı 
M = 02 d22 dan ka 
darı Qa °** dan ka 


وإذا رمزنا ب ,۷ ,... ,ر۷ ,۷ لمتجهات العمود ذات ال ” بعدًا والموجودة في المصفوفة 
“A‏ وي لللمشجه الذي يقع في الممرد الأغيرمن ۸4ء فمن الواضح أنه يمكن كتابة 
نظام المعادلات في (20.1) مستخدمين مصطلحات المنّجهات كنا بل : 

Vy, FV t< FV. = 2 )22.2( 

وبالتالي فإن (22.2) » وبالتالي (20.1) » تمتلك حل إذاء وفقط إذاء كان المتجه ۸ منتميا 
إلى الفضاء المتجه المتولد عن المتجهات ,7 ,... ,ر۷ ۷.ويمكن عرض هذه النتيجة على 
شكل نظرية . 


)١- ۲۲( نظرية‎ 

إذا كان لدينا النظام (20.1) من من ا معادلات الخطية في ” من ا مجاهيل » 
وكانت 7 ,وا و ۲١‏ هي متجهات الأعمدة في مصفوفة ا معاملات في رد 20 » فإن 
الشرط اللازم والكافي ليكون نظام ا معادلات قابلا للح هو أن يكون مجه ا خدود 
الثابتة # واقعًا ضمن فضاء ا منجهات ا حلي ا متولد عن ا متجهات 7 . 


ويمكن صياغة شروط النظرية السابقة بطريقة أخرى. لترجط ب «ارقية مصفبوقة 
المعاملات 4 في (20.3). فبالاستناد إلى النظرية ١/(‏ - 6) تكون بالضبط من المتّجهات 
,۷ مستقلة خطيًا في حين يمكن التعبير عن أي متجه من الفضاء ء الخطي :7 المتولد عن 
امنّجهات ۷ كتركيب خي في هذه المتّجهات . وإذا انتمى المنّجه × عندئذ إلى 1 : فلا 


5 المعادللات الخطية VY‏ 


یمکن» وفقًا للنظرية (۱۸ - .)٤‏ أن تتجاوز رتبة 34 العدد ‏ وبالتالي فهي تساوي 
تمامًا 7. 

وعلى العكس. إذا كانت رتبة 44 مساوية ل 7 » أي مساوية لرتبة 4 » فمن 
النظرية ١4(‏ -؟) نجد أن اجه × يقع ضمن فضاء المتجهات ,7 المتولد عن المتجهات 
۷ » وبالتالي فإن المعادلة (22.2) قابلة للحل . وهكذا نجد النظرية التالية : 


نظرية (۴-۲۲) 
الشرط اللازم والكافي ليكون نظام :”من ا معادلات الخطية في # من ا مجاهيل 
قابلا للحل هو أن تكون رتبة مصفوفة ا معاملات مساوية لرتبة ا مصفوفة ا موسعة . 


وعندما تكون المعادلات (20.1) قابلة للحل» فقد تكون أفضل طريقة للحصول 
على جميع الحلول هو أن نبدأ كا يلي : لنفرض أن لمصفوفة المعاملات وللمصفوفة الموسعة 
الرتبة ‏ نفسها ولنعد كتابة المعادلات على الشكل : 


fila) = ant, + ‘<° + ant, — kı = 0, 


f,(z) = arî اب 0 + .2.2 عل‎ = 0, )22.3( 


fn(a) = aa + °°° + aaa. — ka =0;‏ 
حيث نفترض أنه يمكن تغيير ترتيب المعادلات عند الضر ورة بحيث تكون رتبة مصفوفة 
المعاملات في الدوالٌ ال ١‏ الأولى ب .... ,ي/ ,,/مساوية ل +. ونجد الآن من النظرية 
(18 - ه) أن الدوالٌ الخطية ,۶,... ,رل ,/مستقلة خطيًا. في حين يمكن التعبيرعن كل 
من الدوال/ الباقية رفي حال بقاء أي منها) كتركيب خطي في ,/.... ./. وهكذا يكون : 
ها ءاره + °°° + fi) = efile)‏ 


(22.4) 
م عق‎ Flr F2, °°, m). 

ومن (22.4) نجد أن أي مجموعة (,×,... ون م ×) = × تحقق 0 = (رر,... ,0 = (٭) 

ستجعل 0 - ( أيضاء (,... ,1 + - ). ويمكن إذن حفظ المعادلات ال الأولى 


فقط في (22.3) ونبمل المعادلات الباقية كمعادلات لا تقدم شيئًا جديدًا. ولحل 
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المعادلات ال : الأولى في (22.3) » نحتفظ في الطرف الأيسر ب من المجاهيل» ولنقل 
,× ,... و ومصفوفة معاملاتها غير شاذة» ثم ننقل جميع الحدود الباقية إلى الطرف 
الأيمن. وفي حال وجود مجاهيل في الطرف الأيمن نخصص لما قيا كيفية » ثم نحل من 
أجل المجاهيل × ,... ,دحلا وحيدًا وفقا لقاعدة كرامير (7غسةت). 


7 - نظام المعادلات الخطية المتجانسة 
لنعتبر الآن نظام ” من المعادلات الخطية المتجانسة التي تنتج عن (20.1) عند 
و0 كت aê; fF? FE‏ 
٠٠٠١ + anîn = 0, )23.1(‏ عل aa‏ 


anî له 05 عله‎ Gana, = 0. 


إذا كانت (:6) = 4 هي مصفوفة المعاملات 7 × 7 ولا مصفوفة من عمود واحد 
أو متجه عمود» فيمكن كتابة (23.1) بدلالة المصفوفات على الشكل : 
AX =0. (23.2)‏ 
وللمعادلة (23.2) حل واضح هو اجه الصفري» وسندعو هذا ال حل بالحل التافه . 
ونتساءل الآن تحت أية شروط توجد حلول أخرى كا نسعى لتوفير طرق لإيجاد جميع 


الحلول في حال وجودها 6 
وقبل كل شيء نبرهن النظرية : 
نظرية (۲۳ )١-‏ 
تولف مجموعة كل متجهات ا حل لنظام ا معادلات ا خطية ا منجانسة في (23.1) 


ذلك لأنه إذا كان × متجها يحقق (23.2) وءعددًا سلْميّاء فلدينا 
cAX =0.‏ = 46 
وفضاد عن ذلك إذا كان ۷ متّجِها ثانيًا بحيث إن 0 = 4۷ » فعندئذ 
A(X+Y) = AX + AY 0‏ وهو المطلوب إثباته 
وسندعو فضاء المتجهات 7 . فضاء الحلول لنظام المعادلات (23.1). 


نُظم المعادلات الخطية ۷۹ 


وإذا نظرنا إلى المتجهات التي تمق (2 .3) كأعمدة في مصفوفة 5 > فإن بعد 
فضاء الجلول ۲ هو بالضبط العدد الأعظمي للأعمدة المستقلة خطيًا في بر" 2 أي الرتبة 
العظمى التي يمكن أن تكون ل × » وإذا كانت رتبة 4 هي + . ذ فمن النظرية 
(5-15) نجد أن هذا العدد الأعظمي هوم-2. 
تعريف 

إذا كان 1 هو فضاء التجهات ا خظي الذي تشكل منّجهاته حلولًا لنظام 
ا معادلات المتجانسة في (23.1) » فيدعى أي أساس 1 لفضاء ا حلول جموعة أساسية 
من ا حلول للنظام (23.0) 


ومن الواضح أن أي + - « من الحلول المستقلة خطيًا ل (23.1) تشكل مجموعة 
أساسية . وإحدى طرق الحصول على مجموعة أساسية هى كا يى: 

إذا كانت رتبة المصفوفة 4 للنظام (23.1) هي » قإن من المعادلات تمامًا تكون 
مستقلة حطيًاء في حين تكون كل من المعادلات ال - :” الباقية تراكيب خخطية في هذه 
المعادلات . نحتفظ ب ”من المعادلات المستقلة خطيًا ونهمل الباقي » إذا كانت هناك أية 
معادلات باقية . وفي المعادلات ال التي احتفظنا بهاء نترك على اليسار حدودًا تحوي + 
من المجاهيل» محدّد معاملاتها يختلف عن الصفرء وننقل الحدود التي تحوي المجاهيل 
الباقزة إلى آل واا كانت الك رانك افقو ريت تميق إن عد مامات 


,د ...ود < ختلف عن الصفر» فإن المعادلات ستأخحذ الشكل : 
Ta art, = —QirriTrs) = °°° — Qirna,‏ ع4 ãnı&i‏ 
—Qrrrilrr = °°° ¬ QraTn, )23.3(‏ = ,ند,ى,ه 7 7 0 
dıı 01‏ 
E | 0‏ اير 
9 حدم arı‏ 


وإذا كان ” > : فإن الأطراف اليمنى من المعادلات (23.3) تكون أصفاراء ومن 
خلال قاعدة كرامير (:غص,ة:©) نحصل على الحل الوحيد (0 ,... ,0 ,0). ومن أجل 
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۸ > + نخصص للمجاهيل وو aS O‏ ثم نحل بصورة وحيدة من أجل 


کور م بدلالة قيم × ,... x,‏ وهكذا نكتب 


+0 9 


)23.4( 


وإذا كانت القيم المخصّصة على التتالي ل ,× ,... ,, , ,#بحيث إن المحدّد 


+1 


يختلف عن الصفرء ومثل هذا الاختيار هو بوضوح ممكن» وفي عديد من الطرق. 
فتكون الحلول ال (« - *) في (23.4) مستقلة خطيّاء وتشكل مجموعة الحلول مجموعة 
أساسية من الحلول ل (23.1) أو أساسًا لفضاء الحلول ٣‏ . 
03 ومنه نجد النظرية: 
نظرية (77 -7) 

ليكن نظامًا من من ا معادلات الخطية ا متجانسة في «من ال مجاهيل » ولنفرض 
أن رتبة مصفوفة المعاملات هي + . إذا كان « = + فإن نظام ا معادلات يمتلك 
فقط ا حل التافه (0 ,... ,0 ,0). وإذا كان ۸ > + فنستطيع دائ) إيجاد + - من ا حلول 
ا مستقلة خطيًا بحيث يمكن التعبير عن كل حل للنظام كتركيب نحطي في هذه ا حلول . 


ويمكتنا الآن أن نعرض مباشرة النتائج التالية : 
نتيجة  ۲۳(‏ 7) 

يكون لنظام من من ا معادلات الخظية ا منجانسة في ”من ا مجاهيل حل غير 
ا حل التافه (0 ,... ,0 ,0) إذاء وفقط إذاء كانت رتبة مصفوفة ا معاملات أقل من «. 
وبالتاي فإن نظامًا كهذا من ا معادلات يمتلك دا حلا غير ا حل التافه إذا كانت 


771 >> 


نُظم المعادلات الخطية ۸۱ 
نتيجة (۲۳ - 4) 

يكون لنظام ۸ من ا معادلات الخطية ا منجانسة في # من ا مجاهيل حل آخر غير 
ا حل (0 ,... ,0 ,0) إذاء وفقط إذاء كان حدّد ا معاملات منعدمًا . 


والحالة الخاصة ذات الأهمية هي تلك التي يكون لدينا فيها نظام من (1 -«) 
من الغادلات الق عا وة المصفوقة عنقائل هى 1ء ورهن :قي هذه اة 
النظرية التالية : 


نظرية  ”37(‏ ه) 

ليكن نظام من 1 - ۸ من ا معادلات ا خطية ا متجانسة في « من ا مجاهيل» 
ورتبة مصفوفتها 4 هي 1-:. إذا رمزنا ب ,4لمحدّد المصغوفة المربعة 
(1- ۸) × (1 -) التي نحصل عليها من 4 بعد حذف العمود ز » فيكون كل حل 


(Aı, حا و روات‎ Aj, ا‎ "A. 


لرهان هذه النظرية نلاحظ أولاً أنه بالاستناد إلى النظرية (7 - ۲) يكون 
للنظام حل واحد فقط مستقل خخطيّاء أي أن جميع الحلول تكون متناسبة مع حل واحد 
غير تافه . لنعتبر الآن المصفوفة المربّعة 2 » التي تكون فيها المقادير 2 كيفية 


مدحوة  dn-ı2 **٠*‏ 11-مة 
إذا رمزنا ب للعامل المرافق ل :في |2| » فمن الواضح أن ,1*4 -) = ,6 , ولدينا 
من خواص المحددات 


PÈ Qik; 55 به'*'(1-),:6 ر2‎ = 0 (i د‎ ۴ 2, e ص‎ 8 
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وهذا يعني أن المتجه المعطى في النظرية هو في الواقع حل . وفضللٌ عن ذلك» فإن 
المقادير ,4 ليست جميعها أصفارًا طالما أن رتبة المصفوفة 4 هي 1 - 2. وهو المطلوب . 


تمارين 
لتكن النظم التالية من المعادلات الخطية. حدّد في كل حالة ما إذا كان للنظام 
حل أم لاء وإذا كان الأمر كذلك فاحسب الحل الأكثر شمولية . 


|, ي‎ + 2y = و3‎ = -4 (3 » + 2y - 32 = -4 0 
ع4‎ y+2 = 8 Aar— y+2 = 8 
11 + 4y — 52 = 4 
ل بن‎ 2y - 3z = - 4 +2 - 3= 4 
4r — gy + 2 = 8 ئ(‎ ar — y+ 2= 8 2 
-3 + 3y = 52 = -12 5a - 8y + 132 = 25 
2, + 2z + ويرك + و37‎ = -2 a + 2z, + يوق‎ + 424 = -2 
4r, + 3z, + 22, ينه عل‎ = 2 (1 4z, + 3x, + 22 + ونه‎ = 2 ( 
عل يبه‎ E عل ربد 8 کي چ‎ a+ a+ حت يت‎ 0 
ردق‎ + 4z, + Öz + 62 ح‎ -2 
من لابين دده‎ =1 2x — x + ونه عل و2‎ = kı 
az + by + هه‎ = k (۸ 2x — xz + 4z; + 22, = و‎ (¥ 
az + by + e2 = ونه + رزوت “مط‎ a ص ويه اس‎ kı 


ون = ,22 + ,22 + ونه — u‏ 


حدّد مجموعة أساسية من الحلول من أجل كل من النظم التالية من المعادلات 


الخطية المتجانسة. 
0 ع ون - 2z + 32, + 424 = 0 + 2y‏ + رد 
2z + 4y — 32 = 0 2)‏ °( 0 ح ينه + و2 + 3z,‏ + ريك 
0 ديد + ونه حل ونه حل ربد 
0 > ينه + 22:1 + ونه - ,2 0 ع هق - 2y‏ ل بد 
0 = 224 + ويلك + ونه - 2z‏ 0 ع 22 y+‏ - :4 
BaF a+ 24 =0 (1۱‏ سداد 1۲( 0 = وق + 3z - 3y‏ 


Öz — 3z, + 7z + 414 = 0 


Ar 


نظم المعادلات الخطية 


حدّد مجموعتين أساسيتين من الحلول لكل من النظم التالية من المعادلات 


الخطية المتجانسة. 
3w =0 zı + 2r, + 32, + 42, = 0‏ لج دي2 ده 
4y + 22 — 6w =0 )4 aut uaF a+ 2 =0 (MF‏ + 2 
0 = 524 + ;32 + ونه حل - 0 ع 3z + 6y + 32 —- 9w‏ 


4z + 8y + 42 - س12‎ = 0 


اكعاولة 
المميسزة لمصفوضة 


- تحويلات خطية متجانسة 

لنعتبر مجموعة كل المتجهات (, ...ولم ذات ال » بعدًا فوق حقل۴. . أي 
متجهات تكون إحداثياتها أو مركباتها امي من . وتؤلف مثل هذه المجموعة 
من المتجهات فضاء ات ا . ويمكن أخذ أي من 
المتجهات المستقلة خطيًا من ,1 لتكون أساسًا ,1 » وعلى سبيل المثال نذكر المتجهات 
U, > (0,0,...,0,1( (24.1(‏ 0 .0,10 ح- ولا (0,... ,1,0) = U,‏ 
وبالنسبة لهذا الأساس يمكن كتابة المحجه (رر,... ,رل «) على الشكل : 

FY = 2 YU; = yU, + yU, + ٠٠١ + Yan, 

حيث المقا 


دير از هي عناصر من . محدّدة بصورة وحيدة. وفضلاً عن ذلك فإن 
المتجهات : 


= 3 aj U, = (Qur, 612, *** , dın), 
42 = E ر °°° روو© رروه) = ركاريه‎ 2, )24.2( 


58 ي2‎ iU; 9 (Qa dna, *** ولح ر‎ 


حيث ره عناصر من اختيرت بحيث إن المحدّد |ره| = |4| يختلف عن الصفرء 

وهي تشكل أساسًا ل ,۲ . ويمكن كتابة أي متجه × من ,1 بصورة وحيدة على الشكل : 
X= PSE U‏ 

وتدعى المركبات (,2 ,... ر 2) إحداثيات × بالنسبة للأساس 7 


Ao 


كم مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


وعادة*» لا يكون مجه ماء له مجموعة من الإحداثيات بالنسبة لأساس معينٌ» 
الإحداثيات نفسها بالنسبة لأساس آخر. وعلى سبيل المثال» لتكن إحداثيات متجه 


كيني ا زالشية للأساين 8 أي بالنسبة ل ,ا ...ولا ملا هي (, د ور ,6 
وبالنسبة للأساس ۷ . أي بالنسبة ل ,۷ .... ,ر۷ ۷ هي (,2 .... دي .,2). بحيث يمكن 
كتابة 

(24.3) ار د ep‏ = 


قبا أن المتجهات ۲ ,ر٣‏ و #اتشكل اساسا للقضاء 7 فيمكق التعبيرعقخ 
32 9 
كل متجه لا » وبصورة وحيدة» كتركيب خطي فيها. أي : 
)24.4( 0 6د 3es lel‏ = 
وبتبديل هذه العبارة الأخيرة في (24.3) نجد: 
DODD LAT‏ 5 67ر2 2 - RF‏ 
وبالتاليء وبها آن المنّجهات ,۷ مستقلة حطيًا فلدينا : 
[ec #0. (24.5)‏ ,)“°° ,1=( ب = 
ويمكن إذن عرض النظرية التالية : 


نظرية )١- ۲٤(‏ 
سوس سر یاد 1 بي بسي 
وا لعرف فوق حقل*3 » الاحداثيات (,ة ,... ونه ,,ة) بالنسبة للأساس ك » 
وإلاحدائيات (ة ...ديه بالشسبة للأساس 7" RIE,‏ » فإن جموعتى 


الاحداثيات ترتبطان بعلاقة 2 متجانسة من النوع (24.5) حيث 0 هي اش من 


۶. و0 ۶ »| » وعلى العكس . يمكن دائً) تفسير معادلات من الشكل (24.5) كشكل 
انتقالي من أساس ل ٣,‏ إلى اخر» بحيث يرتبط الأساسان بعلاقة من الشكل (24.4). 


يمكن تفسير المعادلات (24.5) بطريقة أخرى. فبدلاً من اعتبار المجموعتين 
(# .... وول د #) و (ر .... ورة 2) كمجموعتين من الإحداثيات للمتجه نفسه بالنسبة 


(*) للمتجه الصفري الإحداثيات نفسها (0,0....,0) بالنسبة لأي أساس . 


المعادلة المميّزة لمصفوفة AV‏ 


لأساسين مختلفين يمكن اعتبارهما إحداثيات لمتجهين متميّزين بالنسبة للأساس نفسه. 
ونكتب (24.5) كمعادلة مصفوفات : 

2-806 (24.6) 

حيث 2 و × هما متجها عمود» ونقول إن المتجه × قد حول إلى اجه 2 بوساطة 
التحويل المتجانس الخطي الذي نله المصفوفة ©. وإذا كانت © غير شاذة» نقول 
إن التحويل (24.6) غير شاذ. وبالنسبة لأساس ثابت» تكون مصفوفة التحويل © 
وحيدة» وعلى العكس تحدد المصفوفة © التحويل بصورة وحيدة. أما إذا كانت المصفوفة 
© شاذة فنقول إن التحويل شاذ. 


لنفرض أنه تحت تحويل مصفوفة © في (24.6) تم تحويل اجه × إلى المتّجه 
2 » ولنفرض أنه تحت تحويل مصفوفة 2 تم تحويل المنّجه 2 إلى المنّجه ۲. 


DZ (24.7)‏ = ¥ 
فإذا عوضنا من (24.6) في (24.7) نحصل على : 
Y = DZ = DCX. )24.8(‏ 


وندعو (24.8) جداء التحويلين (24.6) و (24.7). وإذا كان كل من التحويلين الأخيرين 
غير شاذ فإن جداءهما غير شاذ. ومنه نجد النظرية : 


)۲- ۲٤( نظرية‎ 

إذا حول المتجه *# إل العجه 2 تحت التحويل ا متجانس الخطي للمصفوفة 
© أي © = 2 » وحول ا مجه 2 إلى ا منجه ۷ تحت التحويل 22 =۲ للمصفوفة 2 » 
فيمكن نحويل المتجه × مباشرة إلى ا نجه ۷ بوساطة مصفوفة التحويل ©2. 


نتيجة ۲٤(‏ -۳) 
عند تشكيا. جداء نحويلين خطيين يكون ا جداء متصفا بخاصة الدمج . 
وهذا نتيجة مباشرة لحقيقة أن جداء المصفوفات يتصف بخاصة الدمج . 


A۸‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


إذا كانت المصفوفة © في التحويل (24.6) غير شاذة. فإن التحويل (24.7) مع 
اح در 
Y = 0-2 (24.9)‏ 
هو التحويل المعاكس ل (24.6). وفي هذه الحالةء تعطى العلاقة (24.8) » × =۲ » 
أي أنه كا ينقل التحويل (24.6) × إلى 2 » ينقل التحويل (24.9) 7 إلى 2. 


6- تغيبر الأساس 


ليكن التحويل الخطي 
Y= AX. )25.1(‏ 
بالنسبة لأساس معطى لفضاء المتجهات الخطي ا 

إذا غبّرنا الآن أساس فضاء المتجهات؛ فلا تعود الإحداثيات (,2.... ,رة ,۴) 
للمتجه × هي الإحداثيات (,×,... ,ر« ,») التي كانت له بالنسبة للأساس الأصلي . 


ومن النظرية )١ - ۲٤(‏ توجد مصفوفة غير شاذة © بحيث إن ×€ = × » وبصورة 
مشاببهة ٤۲‏ = ۲. وبتعويض هذه العبارة في (25.1) نحصل على : 
CY = ACK,‏ 


ومنه 


E NO )25.2(‏ 
ويمكن النظر إلى (25.1) و (25.2) بطريقتين : ( ١‏ ) كتمثيل للتحويل نفسه ولكنه 
أعيد إلى هيكلي إسناد غتلفين. (ب) كتمثيل لتحويلين مختلفين يعودان إلى هيكل 
الإسناد نفسه . 5 وجهة النظر الأولى يبدو أن الخواص الهندسية للتحويلين متطابقة . 
ومن وجهة النظر الأخيرةء يُقال: إن التحويلين الأخيرين» وبالتالي مصفوفتيهماء 

متائلتان: وتدعى المصفوفة 7146© غالبا تحويل** 4 بوساطة ©. 


»ه المتجه (,.... ر ,,>) هنا لا يعني مرافق المتجه × في حقل الأعداد المركبة. ولكنه يعني فقط 
متجهًا له مجموعة مختلفة من المركبات من الحقل2 . 
* » وبتحديد أكثر تحويل الكونترجراديانت لتمييزه عن تحويل الكوجراديانت ©46© الذي سنقدمه فيا 


9-5 


۸۹ 


المعادلة المميزة لمصفوفة 
5 - المتجهات اللامتغيرة تحت تحويل خي 
لیکن ×4 = ۲ تحويلاً خطيًا بمصفوفة 4 تقع عناصرها في حقل ى » اليكن.:2 
عنصر] من۶. أومن حقل موسّع 77.ل2. . وإذا كان × عندئذ متجهًا في 7.بحيث إن : 
AX =X, (26.1)‏ 
فسنقول إن × متجه لا متغيّر تحت التحويل 4. 
وإذا كان .هو حقل الأعداد الحقيقية و 4 مصفوفة 2 × 2 أو 3 × 3 » فإن 
ود ساو چ عكسه وذلك وفمًا لما إذا کان 0 < .أو 0 > ۸ » وطول 4 هو 
ب Xx‏ .وهگذا يكون × متجهًا لا متغيرا إطلاقاء فقط إذا كان 1= ۸ء 
ييح = .AX‏ وعلى أي حال» فإننا سنسمّي × متجهًا لا متغيرا حتى لو كان 
1 ۸ شريطة أن حمق (26.1). 
وتكافيء معادلة المصفوفات (26.1) نظام # من المعادلات المتجانسة الخطية في ” 
من المجاهيل» والتي يمكن كتابتهاء بعد نقل جميع الحدود إلى الطرف الأيسرء 
على الشكل : 
ل aga, = Û,‏ ل لل عل وتقوره (anı — zı F‏ 
da2 + (aa — za + °°° 4+ aa = 0,‏ 


i F nata + °°° + (ay, — zy = 0. 

ومصفوفة هذا النظام من ن المعادلات هي 27- 4. وهذا النظام من 
المعادلات دائئً) الحل التافه (0,... ,0 ,0) ما يعني أن المتجة صفر هو انا متجه 
لا متغير. ولكي يكون ممكنًا إيجاد متجهات 0+ × . وتحقق (26.2) » فمن اللازم 
والكافي» وفمًا للنتيجة (۲۴ - 4) أن نختار ۸ بحيث ينعدم |۸1 - 4| . وبتأمل 
الحد الموافق للقطر يتضح أن مفكوك المحدّد يحوي الحد "(۸ -) ولكنه لا يحوي أي 
قوة أعلى في ۸ بحيث إن |4 +-4| هو كثيرة حدود (۸) f‏ من الدرجة ». 
ونحصل على الحد الثابت» أي الحد الذي لا يحوي 1 بوضع 0 = ۸ في [۸1- 4|» 

أي أن الحد الثابت يساوي || . ومنه 


** هنا |۸| تمثل القيمة المطلقة ل2. 


5 مدخل إلى نظرية المحدّدات والمضفوفات 


IM e |4 ۳ 21] "5 0621 وة‎ ۸ dın )26.3( 


:4+ .< + 0( = 
لیکن ,» جذرًا للمعادلة 0 = (۸) f‏ في۶. أو في حقل #.يحتوي الحقل2. . إذا 
عوضنا ,» بدلا من ۸ في نظام المعادلات (26.2) فإن محدّد النظام ينعدم مما يعني 
أن رتبة المصفوفة /ر» - 4 أصغر أو تساوي 1 -4. وإذا كانت رتبة المصفوفة 
آر» - 4 مساوية ل + فيوجد تمامًا ,- ”من الحلول المستقلة خطيًا لنظام المعادلات . 
أي أننا نحصل في مقابل الجذر ,» للمعادلة 0 = (۸) f‏ على فضاء متجهات خطى ذي 
=r‏ عدا وکل متجه نا من هذا الفضاء يحقّق المعادلة لابه = ×4 وهو لذلك 
متجه لا متخي للتحبويل الوافق للجنئر په وإذا كانت يه.... به ره انور 
المختلفة للمعادلة 0 - (0)/ . ففي مقابل كل جذر ,» نحصل بالطريقة المشار إليها على 

متجه لا متغيّر واحد» على الأقل. 


2- 4 2 
توضيح : إذاكان | 2- 2 4 |= 4 فأوجد المجهات اللامتخيرة 
1- 2-2- 
للتحويل ×4 = ۲. 
حل : المعادلة 0= |1 - 4| = (0)/هنا هي 
2- 4 2-۸ 
(26.4) هد لاد 2 el‏ 
۸- 1= 2 9 


,0 = 28 + 24 + 3° + 07° = 
وجذورها 2 - ٠‏ 2 - » و7. إذا أخذنا 2 - = ,» نجد أن رتبة المصفوفة 
2- 4 4 
(26.5) 9ت :4 4 = ]2 ل A-a = A‏ 
1 2- 2 


المعادلة المميّزة مصفوفة 3 


هي الواحد . ولإيجاد متجهات لا متغيرة (ر× رر× ,,<) = × موافقة للجذر 2 - . علينا 
حل المعادلة الوحيدة : 

)26.6( .0 = ونه + 22 = 2= 

ولدينا إذن فضاء متّجهات خطي ر٣‏ ذو بعدين» وکل متجه منه هو متجه لا متغيّر 
يحقق المعادلة ×2 - = ×4. ولإيجاد أساس ر٣»‏ نجد ا مستقلين ل (26.6) » 


مثلاً (1,0,2) و (0,1,2). 
وأي متجه من الفضاء الخطي المتولد عن هذين المتجهين هو متجه لا متغيّر 
موافق للجذر 2 - . 


وبطريقة مشامة إذا استخدمنا الجذر 7 = ۸ للمعادلة 0 = 00 / » في (26.4) 
نحصل على المنّجه اللامتغير الوحيد (1 - ,2 ,2) الذي يحقق المعادلة ×7 = ×4. 


۷ - المعادلة المميزة لمصفوفة 
لتكن تصفوفة مربّعة بعناضر من حقل 2 ٠‏ إذا كان عدا سلميا يتقير 
فوق2. » فتدعى المصفوفة 7< - 4 المصفوفة المميّزة ل 4 ؛ ويدعى المحدّد 
(0)م = |1 ۸ - 4| المحدّد المميّز أو الدّالة المميزة ل 4 » المعادلة 0 = (۸) f‏ تدعى 
المعادلة المميّزة ل 4 » وجذور 0 = (۸) /تدعى الجذور المميّزة أو الجذور الكامنةء 
أو القيم المميّزة ل 4. والمعادلة المميّزة 0 = |1 ۸ - 4| لمصفوفة 4 هي واحدة من أهم 
المعادلات في الجبر الحديث . 


ولإيجاد مفكوك المحدّد ثم التعبير المناسب ل (۸ / » نعيد كتابة المحدّد على 


N الاح ورت‎ < a =0 


الشكل 2 ر0 - بيه ۰-۰ ۸ - ييه 0 - بيه = |۸1 - 4| = (0/ 


لديم °°° 0ح ييه 0- an‏ 
حيث يتألف العمود رمن العمود زمن 4 ناقصًا العمود زمن 27. وبا أن كل عمود 
من المصفوفات يتألف من عناصر ثنائية. فيمكن التعبير عن المحدّد كمجموع "2# من 
المحدّدات وأحدها "(< - ) » يتألف من أعمدة 27 - فقط؛ وآاخر وهو |4| يتألف 
من أعمدة 4 فقط. في حين يتألف كل من المحدّدات الباقية من ”من أعمدة 4 وم - ۸ 


له مدخل إلى نظرية المحنّدات والمصفوفات 
من أعمدة/۸- > (1.2,....8-1 = ) . مختارة بجميع الطرق الممكنة. 
لكان درك ... > رة > ا مجموعة من 8 من الأعداد ۸... 2 » ولنعتير المحدد 
المؤلف من الأعمدة وا وا اهن 4 في ين أن الأعمذة pe‏ 
7 - : لننشر هذا المحدد بطريقة لأولااس فقا للأعمدة x BE‏ 
العناصر 1 - لا تقح إلا في القطن الرئيسي» فإن قيمة المحدّد هي |۸| .”۸("7-) 
حيث ,1 المصفوفة الق الأساسية من 4 الواقعة في السا ole‏ 
والأعمدة من 4 ذوات الأرقام نفسها. وإدتأخذ وا ا أ كل 
متوافقات الأعداد «.....1.2 مأخوذ «” منها في وقت واحد. فمن الواضح أن معامل 
1 حال تر بيات زو ,6 » حيث ترمز ,6 لمجموع كل المحدّدات المصغرة 
الأساسية ذات اا م ا 

وهكذا نجد النظرية التالية : 
نظرية (۲۷ - )١‏ 

لتكن 4 مصفوفة مربعة ‏ × ۸ عناصرها من حقل. . إذا رمزنا ب ,,» لمجموع 
كل الحددات: اة الأساسية ذات ال 7# صفا من 4 » فالدالة المميزة ل 4 هي : 


(27.1) ' “زح-)ىى + "(<-) = إلح - 41| = ION)‏ 
al)" * + 2 o + ||‏ + 
1 د 55 
حيث 1 = هو |4| = ړه. 
توج : إذا کان ود 4 أ 
2- 2 4 )=1 
فلدينا: اک کے اوت 
ى = ]1 ع 2 2 = o‏ ,| = وه 
2- 2 | 80- 2 24 
24- = 4 2 4 2 | 4 + + 24 
1- 2-| ]1[- 2-| 2 4 


المعادلة المميّزة لمصفوفة ۹۳ 


.8 + 242 + 3 + ”ل = I0)‏ 
ونجد مباشرة النتيجة المهمة التالية : 
نتيجة (۲۷ - ۲) 
إذا كان 0 جذرًا مرا مضاعفًا ۷ مرة مصفوفة مربّعة 4 » فإن رتبة 4لا يمكن 
أن تکون أقل من ۷ - «. 


ذلك لأنه إذا كانت رتبة 4 أصغر من 2-٠‏ فسيكون لدينا 
0-ره د 6 >ى_ره وبالتالي فإن '*"2,_ى_روغ ... + ”(0 - 1< ها -(0/ 
قابل للقسمة على ' * ”2 وهذا بدوره يعني أن الصفر هو جذر مضاعف 1 + ١‏ مرة على 
الأقل. وني بعض الحالات يمكن أن تكون رتبة 4 أكبر من - # » فما إذا كان 
م ] -ه . وهنا2 =۸ 2= ۷نی حين أن1-م. 


> اجسرسم 


نظرية (۲۷ - 7) 
إذا كانت ره ,... ,ره ,,© ا جذور ا مميزة مصفوفة مربعة 4 وكان #عددًا سلما 
فإن ا جذور ا مميزة ل 4-۸1 هي ¬ يه » )¬ يه ء . . . » 4- يه . 


ذلك لأنه إذا كانت الدالّة المميّزة ل 4 هي : 
ب(« - ٠٠١ (an‏ )۸ — يهلد - (ren = (o‏ > = |1 - 4| 
فعندئذ تكون الدّالة المميزة ل ۸1 - 4 هى : 
(-k — N)" red‏ رق = |7« + XI| = |A - (k‏ - يم - 4| 
(a — k — (a — k — ۸) ... (a — kk — N). <‏ = 


وبها أن ۸ يكون جذرًا ميرًا ل 4 مضاعفًا « مرة إذاء وفقط إذاء كان 0 جذرًا تميرًا 
ل ۸1 - 4 مضاعفًا ۷ مرة» فنجد من النتيجة (۲۷ - 7): 


1 مدخل إلى نظرية المحددات والمصفوفات 
نتيجة (۲۷ - 4) 

إذا كان ۸ جذرًا ميرًا مضاعفًا «مرة مصفوفة مربّعة 4 » فلا يمكن أن تكون رتبة 
المصفوفة 41 - 4 أقل من ١‏ - ۸. 


نبرهن أيضا: 
نظرية (۲۷- ه) 
إذا كان #عددًا سلما فإن ا جذور المميّزة ل ۸4 هي جداء في ا جذور ال مميزة 


لم4 


وهذا ينتج من حقيقة أن كل محدّد مصعْر ذي ” صفًا من ۸4 هو جداء "في 
المحدّد المصغر الموافق من 4. وهكذا نجد من النظرية (۲۷ - )١‏ أن الدّالة المميّزة ل ۸۸ 
عي 
(N "Rron.‏ 2 = إتد — [kA‏ = رهم 
وبالاستناد إلى نتيجة معروفة جيدًا في نظرية المعادلات فإن جذور 0= (۸),/هى 
اق چو = 78 ۰ 


ويمكن إعطاء برهان بديل كما يلي : 

من الواضح أن النظرية صحيحة إذا كان 0 = ۾ » ذلك لأن الجذور المميّزة 
للمصفوفة صفر جميعها أصفار. إذا كان 0 + 6 فيمكن كتابة الدّالة المميزة (سم)” ل ۸۸ 
على الشكل |1 - ۸| ۸ = |ام - ۸| > وهي تنعدم إذاء وفقط إذاء كان كل - ۸ 
حيث 1 هو جذر مميّز ل 4. 

لنتذكر من الفقرة ٠٣‏ أنه إذا كانت 4 و© مصفوفتين مربعتين ۸ × ۸ و© غير 
شاذة فيدعى 1406 © = 8 التحويل (الكونتراجراديانت) ل 4 بوساطة ©. ومن أجل 
التحويلات لدينا النظريتان التاليتان. 


نظرية (۲۷ -5) 
تتطابق الذالة ا مميّزة ل 4 مع الدالة ا مميزة لأي تحويل من #ويلات 4. 


المعادلة المميّزة لمصفوفة 1° 


ذلك لأنه إذا كان ©46م! © = 8 فنجد من كون 21 - ©6071 6-12 0-1027 
أن © 28 - 4) 021 در - 8. والآن لنأخذ عدّد الطرفين ملاحظين أن 
1 > || | ©) (باعتبار أن 1 = ۲'٤٥‏ )» فنجد: 

|C| )27.3(‏ |7 - 4| |2 6) = تح - قر 

وينبغي أن يلاحظ الطالب أن المحدّدين |۲٠|‏ و 4-27 في هذه المعادلة 
الأخيرة يتصفان بالإبدالية باعتبارهما عددين سلّميين» في حين لا تتصف المصفوفات 
بالضرورة بخاصة الإبدال. 0 


نظرية (۲۷ -۷) 
لتكن ٥-14٩‏ = 8 و۲ متَجهًا لا متغرا ل 8 موافقًا للجذر » . إذا كان 
۲ = + فعندئذ يكون + متجها لا متغيرًا ل 4 موافقًا للجذر » نفسه . 


ذلك لأنه لدينا بالفرض لاه = 8۲. ومن کون €8 = 4€ نجد: 
AX = ACY = CBY = C(eY) = aX.‏ 
وهو المطلوب . 
۸ _ المصفوفات القطرية 
تدعى مصفوفة مربّعة 2 » جميع عناصرها غير الواقعة في القطر الرئيس أصفار 


بالمصفوفة القطرية . 
ملا المصفوفة الواحدية 1 والمصفوفة صفر هما مصفوفتان قطريتان» وكذلك 
المصفوفتان : 0 0 0 0 0 3 
A=|0 2 0|, B=|0 1 0|.‏ 
0 0 0 1 0 0 
وني الغالب تمثل مصفوفة قطرية 2 عناصرها القطرية هي ,ےه ,... .يه ,,» بالرمز 
٠٠١ ,a). (28.1)‏ ريه رره) D = diag‏ 1 


وهكذا نكتب (3,2,1) عزف = 4 و (0,1,0) ومنك = 8. 
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)١- ۲۸( نظرية‎ 


ا جذور ا ممّزة لصفوفة قطرية (ره .... ,ره , ره) وهن = 2 هي » على وجه الدقة » 
العناصر ا موجودة في القطر. 


ذلك لأن الدالة المميّزة ل 2 هي : 
|D - \I| = (a, — Nas — ۸) °°° (a, — <(. )28.2(‏ 
وتمتلك مصفوفة قطرية دائيًا ‏ من المتّجهات اللامتغيرة المستقلة خطيًا. وفي الحقيقة» 
من السهل التحقق من أن لمتجهات العمود ال ” التالية : 

Û; Oss eg = Or]‏ عر ee Oj‏ ةيتاع ة 
خاصة أنه إذا كانت 2 هي المصفوفة القطرية في (28.1) فعندئذ: 
(28.3( مار مده 0 = Dr ala‏ 


نظرية (۲۸ )1١-‏ 
لأي مصفوفة 4 » مشابهة لمصفوفة قطرية» ”من ا متجهات اللامتغيرة 
(الذاتية) المستقلة خطيّاء وف ا حقيقة إذا كانت © مصفوفة غير شاذة بحيث إن 

يه .... ره 28ن = 4€ ٥‏ فإن أعمدة © تكون متجهات لا متغيرة ل 4. 

لبرهان هذه النظرية نلاحظ أولاً أن 2 = 2146© » وثانيًا أن المنجهات ,ا » أي 
أعمدة المصفوفة 1 » هي متجهات لا متغيّرة ل 2. وبالاستناد إلى النظرية (۲۷ -8)» 
تكون المتجهات ,ا٥‏ » أي أعمدة المصفوفة 7© » متجهات لا متغيّرة ل 4. وبا أن © 
غير شاذة فإن هذه المتجهات ال « هي بوضوح مستقلة خطيًا . 


نظرية (۲۸ -7) 
إذا كان مصفوفة مربّعة 4 » ”من ا تجهات اللامتغيرة ا مستقلة خطيًا فعندئذ 
تكون 4 مشايبة مصفوفة قطرية . 


المغادلة المميّزة الصفوفة ۹۷ 


لبرهان هذه النظرية» دعنا نفرض أن 4 تمتلك «من المتّجهات المستقلة خطيًا 


کی وک ر الناشئة عن الجذور المميزة ...ر ,© على الترتيب» بحيث إن 
)28.4( 0 ا ,2 ;1 (i‏ ليه > AX;‏ 


لنختر هذه ال « من الجهات ,× كأعمدة لمصفوفة غير شاذة ©. ووفقًا ل (28.4) 
فإن أعمدة المصفوفة 4€ هي . على وجه الدقةء المتجهات ,الر». وفضللً عن ذلك» 
إذا كان (,» ,... ريه ,,») وها = 2 » فمن الواضح أن متجهات العمود للمصفوفة 
© هي أيضًا ,#ل». وبالتالي 8© = ©4. » وهذا يعني أن 


مدعمت 
وتنتج صحة هذه اش الأخيرة أيضًا من حقيقة أنه وا" اككتزيًا المتجهات :ال م 
,× ,... وي ,× كأساس لفضاء المتجهات الخطي , “1 فإن مركبات المتجه ,× بالنسبة 


للأساس الجديد هي (0.. Oh:‏ ا( OEE‏ م ديك OE Dh ED‏ 
ولذلك فإن متجهات الوحدة هذه هي متجهات لا متغبرة رة للمصفوفة ©0714 » ye‏ 
فإن هذه المصفوفة الأخيرة قطرية. قاق يعض الللسابات السهلة. 


وبدمج النظريتين الأخيرتين نجد: 
نظرية (۲۸ - )٤‏ 

تكون مصفوفة مربعة 4 مشاة للمصفوفة قطرية إذاء وفقط إذاء كان ها م 
من النجهات اللامتغيرة ا مستقلة خطيا . 


لتكن الجذور المميّزة المختلفة عن بعضها ل 4 هي بت .... .يه ٠»,‏ 
وى مضاعفة ر۷ ,... رر ,لامرة على الترتيب (7 -::8). بها أن النتيجة (۲۷ - )٤‏ 
تفيد بأن رتبة » - 4 لا يمكن أن تكون أقل من ره - «. فنستنتج من النظرية 
5 - ۲) أنه لا يمكن أن يوجد أكثر من من المتجهات اللامتغيّرة المستقلة 

خطيًا والموافقة للجذر به .ولذلك فإنه إذا كانت 4 مشابهة لمصفوفة تفار 
وبالتالي» ووفقًا للنظرية (۲۸ - ۲)» لها «من المتّجهات اللامتغيرة المستقلة خطيّاء 
فإن رتبة » - 4 يجب أن تكون مساوية تمامًا ل ر« = ۸ (د,... ,1,2 - (). 
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لنفرض. على على العكس» أنه من أجل أي جذر ميز ب مضاعف ,۷ مرة 
تكون رتبة المصفوفة ا و - #. فنبين الآن أن للمصفوفة 4 عددًا س 
المتجهات اللامتغيرة المستقلة حمطي يساوي cn‏ وبالتالي فإنها تكون. وفمًا للنظرية 
(۲۸ - ۳)» مشابهة لمصفوفة قطرية . 


لتكن المتجهات ور Ê a‏ 


(28.5) سسب 


متجهات لا متغيرة ل 4 » والتجهات في الصف زهي ال ,امن المتّجهات المستقلة 
خطيا الموافقة للجذر ,ه. لدينا هنا « = ,200 من المتّجهات. کل ما ماج الجا به 
هو ان تین أا مستقلة طا . ونقوم بيذا عي طرق الاستقراء . فلنلاحظ اول أن 
المتجهات Koy ax Xx‏ ,ل هي بالفرض مستقلة خطيً . ونفترض من أجل ۲>١‏ أن 
المتجهات 

sR, EO‏ مسرو "الى Roe‏ سد fp,‏ مده وقد 

مستقلة خخطيًا ثم بين أن المتتجهات 

E موه لفط سد‎ EEE, حدس‎ gy SEE Bf ag GED) 


3 
مستقلة : حطيا. 
لنفرض أنه توجد أعداد سلمية 0 ,... ٤٠, ..., ©', ..., ٥),‏ بحيث إن 
E E )28.8(‏ ا RK ER‏ 
1 1 


eX ...ل‎ 4 AXE = 0 


وف طرق العاذلة (686 انقب متجهات العحموة من السار 
ب /» - 4. فنجد عندئذ» وباعتبار أن 0 = 9لا (» - 4) في حين 
9 لبه ¬ a1] ° = (a,‏ حبه) + (لره - 4)] = × 0ے - 4) نجد أن : 


ee‏ حك [ ERR‏ مك E‏ حك aD RE‏ بوي 
5 11 ا ا )1 و ee‏ 5 25 


المعادلة'المميرة الصنفرفة ۹۹ 


وبها أن ±0 به - »من أجل + + وأن التجهات في (28.6) مستقلة خطيًا بالفرض» 
فلدينا: 
.0= زوه ناه =f 5 it S(T‏ ع زة 
ومن (28.8) نستنتج عندئذ أن 
,0 = الله جم ل eX‏ 
ومنه» وطاما أن التجهات المذكورة في هذه المعادلة الآخيرة مستقلة خطيّاء نجذ 
e =0.‏ سماد e‏ 
وهذا يعنى أن العلاقة )8 .28) نصح فقط إذا كانت جميع المقادير » أصفارًا» أي أن 
بيات سل عا 


ولدينا الآن النظرية : 


نظرية (۲۸ - ه) 

لتكن 4 مصفوفة مربعة #۸ × « جذورها الميزة © ,... وو ,© مضاعفة » 
١,‏ .... ورلا ,,لاعلى الترتيب . فالشرط اللازم والكافي لتكون 4 مشابهة لمصفوفة قطرية هو 
أن تكون رتبة ا مصفوفة /به - ۸ هي - ”وذلك من أجل أي جذر به. 


توضيح : حدّد أيّا من المصفوفتين التاليتين مشابهة لمصفوفة قطرية 2 وأوجد © 
بحيث إن 2 = 2146© » في حال وجود ©. 


i Ê 11‏ 2 2 1- 
وك 8 E‏ ديت 717 2 1 |= 
8 £& 32 0 1- 1- 
حل 1 : معادلة ,4 المميزة هي : 
,0 1 - ۸+ ۸°+ ثرت = XI|‏ - ,14 


وجذورها هي 1- » 1و1 . ويوافق ابلح الساءف» ال ,4 ورتبتها الواحد» 
ونحصل عل متّجِهينَ لا متغيرين مستقلين خطيًا بحل المعادلة 
.0 = ونه + ونه + zı‏ 
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لنختر المتجهين (1,0-,1) و (1-,1,0). أما الجذر 1 - فتوافقه المصفوفة : 
وت اه :0 
1 8 يخ | Agfa‏ 
8 اب او 


ورتبتها 2 . ونحصل على المتجه الوحيد اللامتغير (1,1-,2) . وإذا أخذنا: 


فعندئذ يكون (1-,1,1) همنك = € .٥714,‏ 
1. المعادلة المميزة ل ر4 هى 
,0 = 3+ 7 - ثم + هل = A1|‏ — ,4| 
وجذورها هي 3 ,1,1. ويوافق الجذر المضاعف 1 المصفوفة : 


-1 1 
A; — I= 5 2 22 
4 1 -1 


ورتبتها 2. ومنه لا تكون ,4 مشابهة لمصفوفة قطرية . 


۹- الدوار 


لتكن (,») = 4 مصفوفة مربّعة عناصرها أعداد حقيقية أو مركبة وليكن 
aa‏ حيث يتفق على أنه من أجل ¡ > [يكون ,-_ر, ,© -,_ره. . فسندعو مثل 
هذه المصفوفة بالدوار. ومن الواضح عندئذ أنه يمكن الحصول على كل صف من ۸ 
بعد الأول بتبديل عناصر الصف السابق بصورة دورانية في اتجاه اليمين وبحيث ينزاح 


كل عنصر موضعًا واحدًا. 


والدوار الأكثر شمولاً من أجل 4 -هو: 


المعادلة المميّزة لمصفوفة N‏ 


ومن الواضح أن المصفوفة صفر والمصفوفة المحايدة # كلاهما دوار» وكذلك 
المصفوفة المربعة التى يتألف كل عنصر فيها من العدد / نفسه . 


ليكن ,ه أحد الجذور النونية للواحد الصحيح (أي أن 1= إه» #.... ,1,2 -1) 
ولتعتير المتجهذي ال ” بعدًا 


Cy a °°, Fe) = (ly روه ريه‎ *** e); (29.1) 

أي أن 00 ,2 ,1 (j=‏ إس ح تنه 
فلدينا عندئذ 

ai )29.2(‏ س = e 2 a‏ و 


(i = 1 بسكا‎ 50 


لتقيّت: الآن ولنترك رتتغير فوق القيم #.... .1,2. والمجموع الأخير في (29.2) هو عندئذ : 
aw °. )29.3(‏ + ل.ل aw + ao,‏ ل ارسج F‏ °°° + يديه 

وبا أن ,_ر, ,ه = هوا - #ه فيمكن كتابة (29.3) على الشكل : 

Gent TF °°° F سيج‎ + aout F °°° + anu. 

وهذه العبارة الأخبرة» التي نرق آنا مستقلة فن ستزمز ها ب ». وعندئذ تصبح 
العلاقة (29.2) من الشكل : 
Git, = wa, = at: (= 1,2, °°° 0. (29.4)‏ 2 

ونستنتج من هذه العلاقة الأخيرة أن كلا من المتجهات ال »في (29.1) هو متجه 
لا متغير للدوار 4 وينشا المتجه (1-؟ ف به رن ,1) عن الحذر المميّز :وب أن 
المصفوفة ۶ » التي أعمدتها هي المتجهات اللامتغيرة (29.1) » 0 منقول مصفوفة 


يفف مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
فاندرموند (0<0<م9/2006) » فإن ۶ غير شاذة وفقًا للنظرية .)١ - ١5(‏ وهكذا نستنتج 
أن الدوار 4 مشابه لمصفوفة قطرية . 

ومنه نجد النظرية : 
نظرية (۲۹ )١-‏ 

لتكن , _,ه = ره) = ۸ دوارا مربَعًا « × «عناصره أعداد حقيقية أو مركبة . إذا 
كانت (.... ,2 ,1 = )) به هي القيم ال « للجذر النوني للواحد» فإن ا جذور ا مميزة 
لهي : 5 
ب سمه + “° لل awr‏ + وه = a = 2) awî‏ 


k=0 


ويكون ام مشامًا للمصفوفة القطرية (ه ,... ,ره , ,ه) 418 . 


ولكن أكثر من ذلك» يتضح من الطريقة التي شكلنا فيها المصفوفة ۶ » بحيث 
تكون 5-147 قطرية» أن 7 تعتمد على ۸ ولكنها لا تعتمد على الدوّار 4.. ولدينا إذن 
النتيجة : 


نتيجة (۲-۲۹) 
لتكن ... © ,8 ,4 مصفوفات دوارة مربعة « × :«عناصرها من ا حقل ا مركب . 
فتوجد مصفوفة غير شاذة 7 » بحيث إن ال مصفوفات ۲14۲ » ۲718۲ » “1°٥۲‏ » 
ولدينا أيضا 
نتيجة (۳-۲۹) . 
إذا كانت 4 مصفوفة دوارة مربعة ۸ × ۸ : ,© = 4 فإن قيمة حدّد 4 هي 


Al = [ [ (ao + aw, + °°° + awî), 


=1 


حيث تتغير ,له فوق جميع قيم ا جذر النوني للواحد الصحيح . 


المعادلة المميّزة لمصفوفة وا 


غارييق 
و 5 
حدد ما إذا كانت أي من المصفوفات 4 التالية مشامهة لمصفوفات قطرية» 
واحسب © بحيث تكون 146 © قطرية وذلك في حال وجود ©: 


0 2- 1 5 4 1 
)١‏ |0 1- 0 ؟) | 4 1 
E mf -1 1 2‏ 
2- 4 5 1 1- 2 
۳) |2 5 4 ئ( = 8 5 
2 2- 2- 0 1 4 
[1 1- 2 ق- 7= 5= 
( 1- 2 2 85 ذا ت 28 
1- 2 1 3 2 2 


(Y 


0 0 م 1 3 1 
1j, B= |0 0 0|,‏ 1 1ع قم 
0 0 0 1 3 3 


فبين أن 4 و8 متشابهتان . وبحل معادلاث خطية متجانسة معيّنة: أوجذ مصفوفة 
حقيقية غير شاذة © بحيث يكون €8 = ۸€. 
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9) لتكن 4 مصفوفة مربعة ١‏ × ” عناصرها من حقل7. . إذا كان ل 4 جذر ميز 
يساوي الصفر ومضاعف ۷ مرة. فيعرفٍ سيلفستر (ءاءم۷ار؟) الفراغية الخاصة 
بالمصفوفة 4 بأنها د . وإذا كانت رتبسة .هي ١‏ فيعرف سيلفستر (اteیم‌۷ار؟)‏ 
الصفرية الخاصة ب 4 على أنها ,- »م. بين أن الصفرية الخاصة ب 4 لا يمكن أن 
تتجاوز فراغيتها. وإذا كانت 4 مشابهة لمصفوفة قطرية فإن الصفرية تساوي 
الفراغية . ۰ 

(٠‏ إذا كان »جذرًا ير لمصفوفة غير شاذة 4 , فعندئذ لكل هو جذر عير ل ۸ زهه. 

(1١‏ بین أنه إذا كانت 4 دوارة» فعندئذ 4 » ۸4و 4٣‏ هي أيضًا دوارة. 

۲) بين أن دوارين مربعين ,4 ٠‏ 8 يتصفان بخاصة الإبدال. 

PENT TE )4,( لتكن‎ AY 

١‏ 6 كل اع يهب 
ب) كل 0 كرهء زعة, 
ج) المجموع ,2 لعناصر أي صف أكبر من الصفر. 


ع 
بين أن ±0 |4| . 


(٤‏ ين أنه إذا كان » جذرًا بسيطًا للمعادلة المميزة لمصفوفة مربعة ,4 فعندئذ تكون 
رتبة 7ه - 4 هي 1 - ٣‏ وبالتالي a‏ إذا كانت جذور المعادلة المميزة كلها 
متميزة عن بعضها فإن المصفوفة 4 تكون مشابهة لمصفوفة قطرية . 


zy 2( 


. 5 1 5 ع 5 ئ 5 
6 إذا كانت 4 هي الدوار و م ي فبين بإجراء الضرب عمليًا أن 
j 2 8‏ 
3y.‏ - "ع + #ن + "نه = |4| . ومنه أثبت المطابقة 
ey + w2,‏ حك w2)‏ + بوه + )2 + نو + 8ye = )e‏ - ته + شن + ثبو 
حيث ت هي جذر د تكعيبي مركب للواحد. 
5) من أجل كل من الثلاثيات التالية من المصفوفات © ,8 ,4 أوجد في حال الإمكان 


لنت 
6= 
ب 
92 


o = o ° 
~m © 2 n 
= 
ا‎ 
وة‎ 
1 
“ 


د63 بم NN‏ 
١‏ ا 
حح ةة 
ا 
بي 


1 
N MN r 
يب‎ MM ده‎ 
N J 
١ 
mM > QQ 
|] fF 
1 
ر ےا‎ 
I 
ا‎ 
.سسس‎ - 
© wm mH mm 
| | © © ها‎ 
ا ا 2 ا ا‎ 
| 1 A 
aT? 8 
| ١ 
1 1 
“ 3 


نفسه» مصفوفات 


ية. 


مصفوفة غير 


شاد 


اج بجيف 


تكون ۴'۸۲ . 18۲“ 


وف ككل 


قت 


المعادلة المميزة المصفوفة 


1۰0 


علا مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


1 =1 1 0 


۷( سن :بوسآفلة .عفان » أنه لكي تكون 8 مشاببة ل 4 » لا يكفي أن يكون ل 1و 
الذاله الميزةانفسها . (إرشاد: حذ 1= 4). 

) لتكن 4 وا مصفوفتين مربعتین ۸ × « ولتكن 18 = ©. إذا كان ب هو مجموع 
عناصر العمود ؛ من 4 و ,م مجموع عناصر الصف من 8 فين أن مجموع كل 
عناصر © هو 


مم0 له ...مله و26 4 0202 + م61 
5) من أجل كل من المصفوفتين : 


تو اسه أوسا فك قت و 
dal 8 3‏ 2 4 كي 
10 يحم اوت 3 نم ]ب 


تحقق من العلاقة 1 = 42 مستخدمًا الاختبار المعطى في التمرين 18 . 
°( إذا كانت 4 مصفوفة مربعة × » بحيث | إن مجموع العناصر في كل صف هو 


العدد نفسه 0 + > , في أن متته .زه الخاصة نفسها. بين أن النتيجة 
تبقى صحيحة في حالة 0 = م. 


أكوزع 
خاصة من المصفوفات 


6 المصفوفات المتناظرة, المصفوفات مائلة التناظر 
والمصفوفات الطرميشية 


تعريف 


يقال إن مصفوفة 4 متناظرة إذا كانت مساوية منقوهاء أي إذا كانت 4 = 4 
أل لقو ,1 -/ ) ر» = ره. ويقال إن 4 مائلة التناظر إذا كانت مساوية جداء منقوها 
ب 2- »> أي "م = 4 أويه- درف 0حرى 10 1,2 دز 6 


وعلى سبيل المثال» المصفوفة صفر والمصفوفة المحايدة و متناظرتان » وكذلك 


المصفوفتان 
8 0:1 
1 3 1 0 1 
2 0 3 2 
بين| المصفوفتان 
2 1 0 
1 4 5 8 8 3- 
ل 0 3- 2- 
مائلتا التناظر. 


1۰۸ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


يقال إن المصفوفة 4 هرميشية إذا كانت مساوية لمرافق منقوها. أي إذا كان 
4= 4 أو ,2= rt j= 1,2, 70 a;‏ و pag‏ 
متناظرة إلا أن المصفوفات الک (غير الحقيقية) المتناظرة لا يمكن أن تكون هر 


هكذا فإن: 

2 فإن 2 ل 
am 8‏ 

ملاحظة 


من الواضح أن المصفوفات المتناظرة أو مائلة التناظر أو اهرميشية هي حك 
مصفوفات مربّعة . وفضلاً عن ذلك فإن عناصر القطر الرئيس في مصفوفة مائلة التناظر 
هي كما أصفار. في حين أن غناصر القطر الرئيس لمصفوفة هرميشية هي خخا 


-حتشقيفية . 


ونستنتج مباشرة النظريات التالية : 


نظرية )١ -۳١(‏ 
إذا كانت 4 متناظرة (أو مائلة التناظر) و4 أي عدد سلّمي » فعندئذ تكون £4 
متناظرة (أو مائلة التناظر) . 


ذلك لأنه إذا كان ره ± = ,۾ فعندئذ يكون «ka; = ± ka,‏ 


نظرية (۲-۳۰) 
إذا كانت 4 هرميشية و »أي عدد حقيقي فإن 44 هرميشية أيضًا . 
ذلك لأنه إذا كان ,5 = رهوكان ۸ حقيقيًا فعندئذ ((6/) = ۸a,‏ = ,۸. 


14 ETE OT 
أنواع خاصة من المصفرفات‎ 


نظرية (۳-۳۰) 

إذا كانت 4 آي مصفوفة مريعة و# اي عدذ سلمى فعت نقذ تكون 
(40 + 4) ۸ = ك متناظرة و ('4 - 4) » = 7 مائلة التناظر. 

ذلك لأن 5 = (م + 'م) ۸ = '5 و 7 - = (م- 'م)ع = :171 


نظرية -38١(‏ 4) 
إذا كانت 4 أي مصفوفة مربعة» حقيقية أو مركبة» وكان + أي عدد حقيقى 
فعندئذ تكون ( 4 + 4) ۸ = 17 هرميشية . 


نظرية (3- 0) 

إذا كانت 4 مصفوفة مربعة «١‏ × ”« متناظرة (أو مائلة التناظر) وكانت ۶ أي 
مصفوفة :« × :7 » فعندئذ تكون 7:4 متناظرة (أو مائلة التناظر) وإذا كانت 4 هرميشية 
فعندئذ تكون ۶4۳ هرميشية . 

ذلك لأنه إذا كان ۲۸۶ = 8B‏ فعندئذ 8 = ۶۲۸۲۲ = '8 أو 8 - وفقًا ل 
إذا کان 4 = 4 أو ف - .. وأيضًا إذا كان مهام =€ وم = *مء فعتدئذ ٥‏ = €: 


نتيجة )5-37١(‏ 
إذا كانت م أي مصفوفة ۸ × ” فإن 'ط متناظرة و هرميشية . 
وهذا ينتج من النظرية (70- ه) بأخذ 7 - ۸4. 


نظرية -۳١(‏ ۷) 
يمكن التعبير» بصورة وحيدة» عن كل مصفوفة مربعة ۸ كمجموع مصفوفة 
متناظرة ك ومصفوفة مائلة التناظ ر 7. 


في الحقيقة, إذا كانت 40+ 4 ل - دوه - م ل دم » فمن النظرية 
0 - ) نجد أن 5 متناظرة و1 مائلة التناظر» وفضال عن ذلك» 7 + 5 = 4. وعلى 


بالل مدخل إلى نظرية المحدّدات والمضفوفات 
العكس. إذا كان 7 + 5 = 4 » حيث 5 متناظرة و7 مائلة التناظرء فعندئذ 
5-7 =4 وبالتالي فإن 40 + م) ل - وو (م - م ل -7. 


نظرية )۸-۳١(‏ 
يمكن التعبس بصورة وحيدة» عن أي مصفوفة مربعة ۸4 على الشكل 
0 + ۶ = 4 حيث إن ا مصفوفتين 7 و هرميشيتان . 
في الحقيقةء إذا أخذنا 
- 5 5 1 
م حاك لواحف 


فمن السهل أن نبي أن ۶ و0 هرميشيتان؛ ومن الواضح أن 10 + ۲ = 4. ورهن 
الوحدانية كا في النظرية السابقة . 
نظرية (9-10) 

ا مصفوفة القرينة ‏ مصفوفة متناظرة هي بدورها متناظرة . 


ذلك لأنه إذا كان |۷| /*'(1 -) = بيه » حيث ,24 هي المصفوفة المصغرة 
قات ال )٠-1(‏ صما التي نحصل عليها بحذف الصف / والعمود [من 4. فلدينا 
أيضًا || 1+ '(1 -) = به حيث نحصل على M1‏ بحذف الصف زوالعمود من 4 أو 
الصف : والعمود زمن '4. وب أن 4 = '4 فإن ,14 = راطو يه ده . 


)٠١ -۳١( نظرية‎ 

لتكن 4 مصفوفة مائلة التناظر من ا مرئية ۸. فتكون عندئذ 4 .4ه متناظرة أو مائلة 
التناظر وفقًا لا إذا كان فرديا أو زوجيا . 

01 

باستخدام رموز النظرية السابقة » |۷| هو محدد المصفوفة ذات ال (2-1) صفا 

التي نحصل عليها بحذف الصف : والعمود رمن 4 - = '. ومنه . 
Mil = ("Ml‏ 

. = (= I وبالتالي‎ 


أنواع خاصة من المصفوفات 1١1١١‏ 


)1١ -70( نظرية‎ 

قرينة مصفوفة هرميشية هي بدورها مصفوفة هرميشية . 

ونبرهن الآن النظرية الأساسيّة التالية : 
نظرية (11-10) 

ا جذور ا مميزة ‏ مصفوفة هرميشية جميعها حقيقية . 
برهان 

إذا كان » جذرًا ترا ل 4 فيوجد متّجه عمود غير الصفر [,ند,... ,رن ,,*] = × 
بحيث إن 
AX = ax. (30.1)‏ 
وطرفا (30.1) هما مصفوفتان أو متجها عمود 1 × . فإذا ضربنا الطرفين على اليسار 
با مجه الصف أو المصفوفة + » نحصل على : 
XAX=aX'X )30.2(‏ 
وطرفا (30.2) هما مصفوفتان 1 × 1 والعنصر ×× هو بوضوح حقيقي وغير الصفر. وبا 
أن 4 = 4 . فإننا إذا أخذنا مرافق المنقول للطرفين نجد: 
(30.3) دعا = ا 
ومنه 

9-2 

وبا أن ±0 ×× فلدينا » = 5 » أي أن » حقيقي . 
تعريف 

يشار غالبًا إلى ا معادلة ا مميّزة لصفوفة حقيقية متناظرة با معادلة القرئية (نهلدهع6) » 
باعتبار أن أول من استخدمها هو لابلاس وذلك عند تحديده للاضطرابات القرنية في 
الحركات المدارية للكواكب (1772). 


نتيجة (1-370) 
إن جذور ا معادلة القرنية جميعها حقيقية . 


YF‏ مدخل إلى نظرية المحدٌدات والمصفوفات 
نظرية )١5-1١(‏ 
جميع ا جذور ا مميّزة لصفوفة حقيقية مائلة التناظر هي إما تخيلية بحتة أو صفر. 


ويمكن إعطاء برهان هذه النظرية بصورة مشابهة لبرهان النظرية ( »)١7-‏ 
وعلى أي حال فإن النتيجة تتبع أيضًا من حقيقة أنه إذا كانت 4 حقيقية ومائلة التناظر» 
فعندئذ يكون 4: هرميشيًا. وبالاستناد إلى النظرية (۲۷ - ه) فإن الجذور المميزة 
للمصفوفة السابقة هى جداء : - = ل في جذور المصفوفة الأخيرة . 
: د 


تساك إن آلو ذوي ال ۸ بعدًا 3 وه جو ور = J‏ 
و ...ل ,بن = ۲ متعامدان إذا كان جدازهما الداخلي صفرًاء أي إذا كان 


0= ر د بريد + RN Fase‏ ا » أو بدلالة المصفوفات إذا كان 0 -37 ل[ ل ا ”[. 


نظرية )٠١-۳١(‏ 
يكون التجهان اللامتغيران لمصفوفة متناظرة 4 الناشئان عن جذرين يزين 


ذلك لأنه إذا فرضنا أن 
a),‏ غد AX = aX, AY = aY, (a,‏ 
فعندئذ لدينا : 
YAX = a Y'X, XAY = aX'Y‏ 
وبأخذ المنقول لطرفي المعادلة الأخيرة نجد باعتبار أن 4 متناظرة : 
ع[ الاربه ح 6زم الآ 
ومنه 6 "ليه = ×۲ ,» » وبالتالي فإن 0 = ×۲ باعتبار أن يه # ,». 


نظرية )١15-380(‏ 
ا مصفوفة مائلة التناظر من مرتبة فردية هي مصفوفة شاذة . 


أنواع خاصة من المصفوفات AF‏ 
لتكن 4 = |4| . فلدينا عندئذ وباعتبار أن 4.-=4-= 4 مايلي: 
.ه. "1 -( = |-I|.|A|‏ ده = |4| 
وإذا كانت ۸ فردية فلدينا 4 - = 4 أي 0 - 24 أو 0= ۸. 


)۱۷-۳١( نظرية‎ 

محدّد مصفوفة مائلة التناظر من مرتبة زوجية هو مربّع كامل لكثيرة حدود في 
عناصر ا مصفوفة . 

النظرية واضحة من أجل 2 = :. فإذا كان 

ل« ]=4 

فإن 42 = |4| . ولتقديم برهان عن طريق الاستقراء» نفرض أن النظرية صحيحة من 
أجل مصفوفة مائلة العناظن ارزو وروت زین آنا ةمق أجل 
مصفوفة مائلة التناظر مرتبتها 25 = ۸. لنرمز ب 4 للمحدّد |4| لمصفوفة مائلة التناظر من 
مرتبة 26 = ۸ » وب |2 لمحدّد المصفوفة من مرتبة 2 - « التي نحصل عليها بحذف 
الصفين الأخيرين والعمودين الأخيرين . إذا رمزنا عندئذ ب ره للعامل المرافق ل »من 
4 فلدينا من النتيجة ١7(‏ - 4) أن 


An-1.n-1 @n-1,n 


- [DlA. (30.4) 


Cn.n-1 n,n 

والآن ,_, ,»و , ,»هما محدّدا مصفوفتين مائلتى التناظر من مرتبة فردية ۸-1 » 

وهي صفر وفقا للنظرية 0 - 15). ولدينا من النظرية 0 )٠١‏ أن 

, ,بيه - = ١ه‏ . وأخيراء وباعتبار أن || هو محدّد مصفوفة مائلة التناظر من مرتبة 

زوجية ۸-2 , فلدينا بالفرض أن - |2| » حيث هي كثيرة حدود في عناصر 2. 
ولدينا إذن من (30.4): 


A: 1 چ‎ aS, 


أي أن 4 هو مربّع دالّة نسبية» ومن تعريف المحدّد نعلم أنه كثيرة حدود. 


E‏ مداخل إلى نظرية المحدٌدات والمصفوفات 
١‏ - المصفوفات المتعامدة والواحدية 
تعريف 
تكون مصفوفة 7 متعامدة إذا كان معكوسها ومنقوها متساويين» أي إذا كان 
"8 = '. وتكون مصفوفة ۷ واحدية إذا كان معكوسها مساويًا مرافق منقوها أي إذا 
كان 1غ 


ومن الواضح أن المصفوفة الواحدية الحقيقية هي مصفوفة متعامدة. وعلى أي 
حال فإن المصفوفة المتعامدة المركبة ليست مصفوفة واحدية . 

إن أبسط مثال لمصفوفة متعامدة هو المصفوفة المحايدة 1. والمثال المألوف الآخر هو 
مصفوفة التحويل الدوراني في الهندسة التحليلية المستوية . 


cos 0‏ سني 6 cos 0 + ysin‏ ند 


= اد 
y cos û, sin 0 cos @‏ + 6 هذه > - = J'‏ 


ومعظم النظريات المتعلقة بالمصفوفات المتعامدة الحقيقية تسري مع تعديلات 
مناسبة إلى مصفوفات واحدية. ومنه» وباعتبار أن معظم التطبيقات في الرياضيّات 
الابتدائية تحوي مصفوفات متعامدة» فسئلزم أنفسنا هنا بهذه الأخيرة» ونترك للطالب 
مناقشة ما يتعلق بالمصفوفات الواحدية . 

ونستنتج مباشرة النظرية التالية : 
نظرية )١-۳١(‏ 

معكوس مصفوفة متعامدة 7 هو مصفوفة متعامدة . ذلك لأنه إذا كان 
1-ط - 0 » فعندئذ 0-1١ = ٣‏ و = '(۶) = 0غ أيضًا. 


نظرية (۲-۳۱) 
تكون مصفوفة (رم) = ۶ متعامدة إذاء وفقط إذاء كانت عناصرها حققة 
للعلاقات 
ly, o Û‏ صق ,1 ا 
(31.1) 3 


الالى PoP > 0, 2 j E LA, a‏ رع 


110° 


أنواع خاصة من المصفوفات 
3 ن المصفو 


ومن خلال برهان هذه النظرية الأخيرة نلاحظ أن الشروط (31.1) مكافئة للشرط : 
PP' =1 (31.2)‏ 

وكل ما تعرضه الشروط (31.1) هو أنه في مصفوفة متعامدة يكون مجموع مربّعات عناصر 
أي صف مساويًا للواحد» بينها يكون الجداء الداخلي لأي متجهي صف متميّزين عن 
بعضه) البعض مساويًا للصفر. ويسمى مثل هذا الشرط تعامدًا بالنسبة للصفوف. 


وإذا استخدمنا دلتا كرونوكر رة التي قدمناها في المعادلتين (7.7) و (7.8) » فيمكننا 
كتابة المعادلات (31.1) بالشكل الأكثر تراصًا: 
G11)‏ 505" ,2 و1 کا Oi‏ جود pii‏ 
نظرية )۳-۳١(‏ 

تكون مصفوفة 7 متعامدة إذاء وفقط إذاء كان 


2 Pui: = ê, (hj = 1,2, °°° 0). )31.3( 


می الشروط (31.3) تعامدًا بالنسبة للأعمدة . وهي تكافيء العلاقة : 
P'P=1 (31.4)‏ 
وكنتيجة للنظريتين (1" -؟7) و(1" - ") لدينا ما يلي : 


نتيجة )٤-۳١(‏ 
تكو الصقوقة 2 التعامدة بالسية 'لصقوقها عتعاهدة ارفا بالسية لأعمدعبا 
لكين E‏ 


نظرية -١(‏ ه) 
ا محدّد 4 لمصفوفة متعامدة يساوي 1+أو1-. 
وينتج هذا من (31.2) أو (31.4) بأخذ محدّدات الطرفين. 


حا مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


نظرية (5-171) 
جداء مصفوفتين متعامدتين من مرتية :« هو مصفوفة متعامدة . 


ذلك لأنه إذا كان 50 = ۸ . حيث 5 و © متعامدتان» فعندئذ: 
QP’ = R'.‏ = للدم = R7?‏ 
تعريف 
نقول إن معادلة جبرية 0 = (:) من الدرجة هي معادلة قابلة للقلب شريطة 
أن يكون )±۶ = (0/. 


نظرية )۷-۳١(‏ 
ا معادلة ا مميزة لمصفوفة متعامدة هي معادلة قابلة للقلب . 
لدينا 


1 1 ع ا ب 1 = 3-3 
)17 ت مه = 5 1 )جم عد مر 
وبأخذ محدّد الطرفين نجد 


10) = اتح - مز‎ = |P| (N 


): 5 ل 9 = 1 / 
)اد د | م د ار P‏ 


نظرية )۸-۳١(‏ 
ا جذور ا مميّزة لصفوفة متعامدة حقيقية ها قيمة مطلقة تساوي الواحد . 


ذلك لأنّه إذا كان » جذرًا مرا لمصفوفة متعامدة حقيقية 8 » فيوجد متجه عمود× 


0+ بحيث إن 
(31.5) .لله ح PX‏ 

وبأخذ مرافق المنقول لطرفي هذه المعادلة الأخيرة نجد 
XP a )31.6(‏ 


وبتشكيل جداء المصفوفة ۸ × 1 في (31.6) بالمصفوفة 1 × « في (31.5) » نجد 
,30 53م = XP'PX‏ 


أنواع 
شنأ 


خاضة من المضفوفات فنك 


ومنه» وباغتبار أن 4 = PP‏ 
XX = aaX xX‏ 
وبا أن × × مصفوفة 1 × 1 غير الصفر» فنحصل بعد قسمة الطرفين على ×× على : 


٠‏ = هه 


نتيجة )١ -۳١١(‏ 
ليس لمصفوفة متعامدة حقيقية أية جذور ميزة حقيقية غير ال 1 + . 


)٠١ -71١( نظرية‎ 

إذا كانت 7 مصفوفة مائلة التناظر وحقيقية و#/أي عدد حقيقي غير الصفر» فإن 
ا مصفوفة 
P = (KI + T) (RI — 7) (31.7‏ 
متعامدة . 

نافحظ أولا أن كلمن المصفوقنين 3+ و۴ - ۲« غير شنافة» ومن النظرية 
)١5-0(‏ نعلم أن المصفوفة الحقيقية مائلة التناظر 7 لا تمتلك أية جذور ميزة حقيقية 
غير الصفر. ومن العلاقة 

(kI - TJ(kI + T) = (kI + لط)(‎ — T), 

وبضرب طرفيها من اليمين ومن اليسار ب ' (7 -1)) نجد: 
(kI + 7 (KIT) = (kIT)! (I+ 7T) (31.8(‏ 
والآن لدينا من (31.7): 


P" = (kI — TRI + T), 


ل( P’ = (kI — T"J(kI + TJ” = (kI + TJ(kI‏ 
ومن (31.8) نجد أن م = 1-م أي أنَّ م متعامدة. 


نظرية (11-81) 
يمكن بناء مصفوفة متعامدة حقيقية 2ز » مرتبتها :” (وبطرق لا نهاية لعددها» ف 


11۸ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


ا حقيقة» إذا كان 2 < ۸) د بحيث تكون عناصر العمود الأول متناسبة مع أية جموعة 
من الأعداد ا حقيقية [,×.... .,.,:«] = ,× ليست جيعها أصفارًا . 


إذا كان 1 - 2,27 , نأخذ المجموعة ,× نفسها كأول عمود من المصفوفة م. وإذا 
كان 1 ۸ = 2×7 نرد المجموعة × رايت يييد--بلاوت م ق 


نستخدم المجموعة التاقية ارس [Eg‏ كول عمود من ۲ :ولي يكون 
المتحه الثاني العمود متعامدًا مع 5 الأول العمود يجب" أن نختار حلا حقيقيًا 
î 0‏ .) غير الصفر للمعادلة 


0 > لوباك م حل ولق وت + لز كذ 


وإذا كان ضروريًا نرد هذه المجموعة إلى الصيغة الناظمية بالقسمة على 0/57 
ونستخدم المجموعة الناتجة كعمود ثان من . ونمضى بهذه الطريقة حتى نحصل على 
۸-1 > و عمودًا من م ١‏ 

x] )- 1,2: 55‏ ودع وروا درو 
ولللحصول على العمود (1 + ) + اتتجد حل حقيقيًا (0 ,.. ,0 ,0) # ويك و رة 
لمجموعة ال ۸ > 5 من المعادلات الخطية المتجانسة : 


FRE, Fa FR, 2A FGF‏ رق لد 


.] 


ومن النتيجة (۲۳ - ”#) نجد أن هذا ممكن دومًا طالما أن « > ء. ونرد المجموعة الناتجة 
آله الشكل الناظمي ثم نستخدمها كالعمود (1 + ء) من ۶. ويهذه الطريقة نبني المصفوفة 
المتعامدة الحقيقية المربعة 7 . وينتج تعامد هذه المصفوفة من كونها تحقق شروط 
النظرية (701- ”). أي أن م متعامدة بالنسبة لأعمدتها. 


توضيح : أقم مصفوفة متعامدة حقيقية 7 عمودها الأول متناسب مع المجموعة 
)23 
حل : نرد المجموعة إلى الصيغة الناظمية بالقسمة على 1/14 = (35 +22 + ۷)7 . 
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أنواع خاصة من المصفوفات 


2 بي شغ الباضة قاول ¿ . ولإيجا 
ونستخدم المجموعة E V4‏ 7 ول عمود من ولإيجاد 
ا د الفاق تخار علا للمعاظة 0= رر3 + ر2 + بر وليكن 1(7 -,1:1) 
ا إلى الصيغة الناظمية . وهكذا يمكن أن نأخذ كعمود ثان المجموعة 


١‏ بيجادا الشالث من م ا 
ETE‏ سڪ . ولاج دالعمود من نحل دنین 


0= ,32 + ,22 + ,2 » 0= يه رج + ,2 » ونحصل على الحل (4,1- .5) الذي يصبح 
بعد رده إلى الضيغة الناظمية : 
1 4- 
a)‏ 42~ 5 
وهكذا نجد من أجل المصفوفة 


V3 823‏ 14آليه 

کے ہے اد 

` 14للة|‎ v3 ]42د‎ 
E 


٣‏ - الاختزال المتعامد لمصفوفة متناظرة حقيقية إلى شكل قطري 
سنيرهن النظرية المهمة التالية . 
نظرية )١-۳۲(‏ 
إذا كانت 4 مصفوفة متناظرة حقيقية مربعة « × جذورها ا مميزة به ,... ,ره ,ج » 
فتوجد مصفوفة متعامدة حقيقية ۳ بحيث إن (يه .... ,يه ,,») 128 = يرام 


نلاحظ أوّلاٌ أنه إذا كانت 4 مصفوفة 1 × 1 فهي من حينها في شكل قطري . 
ولكي نمضي وفقًا لطريقة الاستقراء الرياضي» نفترض أن النظرية صحيحة من أجل 
مصفوفة مرتبتها 1 - « ونبرهن صحتها من أجل مصفوفة مرتبتها . 

بها أن »هو جذر مميّز ل 4 فهو جذر حقيقي وفقًا للنظرية (17-70) وبالتالي 
يوجد متجه حقيقي 0 + × بحيث إن 
AX, = aX, ۰ (32.1)‏ 


1 مدخل إلى نظرية المحدّذات والمصفوفات 


رڈ الآن هذا المتجه إلى الشكل الناظمى ونستخدمه كأول عمود (, ,... :ر و :8) 
من مصفوفة اة حقيفية ق وگن إقامة الأعمدة الباقية بطرق كثيرة كا في النظرية 
.)١١-1(‏ وعند تشكيل الجداء 0'49 نشكل أولاً الجداء 40. وبما أن العمود الأول 
من © هو المتجه ,× الذي يحقّق (32.1) فإن العمود الأول من المصفوفة 40 هو بدقة 
المتجه [,,عدر» ,... ,رع .ره ,برنه] = ,لل,». ويتألف العمود الأول من المصفوفة 0'490 
من الجداءات الداخلية للمتجهات الصف المتتالية في '© . أي المتّجهات العمود في 
0 مع اجه ».ومن النظرية ۴١(‏ - *) نجد أن العمود الأول من 0'۸2 
هو [0,... ,0,,»] » أي أن 


QAQ=| (32.2( 


حيث تشير النجوم في الصف الأول إلى عناصر لم يجر تحديدها بعد. وعلى أي حالء 
ومن النظرية ٠١(‏ - 8). وباعتبار أن 4 متناظرة وحقيقية وأن © حقيقية» نجد أن 
2 متناظرة حقيقية » وهذا يعني أن كل العناصر المشار إليها بنجوم هي أصفار. و4 
مصفوفة متناظرة حقيقية من مرتبة 1 - «. وب أن 0-1 = '0 فنجد من النظرية 
(۲۷ - 5) أن الجذور المميّزة ل 0'40 هي الجذور المميّزة ل 4 نفسها. وبالتالي فإن 
احور المميّزة للمصفوفة المتناظرة الحقيقية ,4 ذات ال 1 --« ضفًا هي بالشتبط 


,© ,.... » ويه » وتوجد بالفرض مصفوفة ۸ مرتبتها 1 - ۸ بحيث إن 
)32.3( (ياه ,-.- ,%4 ريله) R'A,R = diag‏ 
وإذا كتبنا 
0 11 
(32.4) امم = 
2 01 


فمن الواضح أن 5 هي مصفوفة متعامدة حقيقية فيها ,صما والتي يمكن أن نبينٌ من 
حلا ل.حسابات سهلة انها تحقق العادلة 


أنواع خاصة من المصفوفات ١1‏ 


0 : مه 
e 8 (32.5)‏ | 10108 

0 1 R'A,R 00 : 

١0 n 
أن ۶ متعامدة وحقيقية » ونظرًا‎ )٠-۳١( وإذا أخذنا الآن 05 =۲ . فنجد من النظرية‎ 
ل (32.3) نكتب:‎ 
P'AP = diag (@,, ...رياه‎ @,) 

وهو المطلوب . 


ويمكن تحديد المصفوفة المتعامدة 7 في حالة عددية كا يلي : 

ليكن للمصفوفة المتناظرة الحقيقية من المرتبة ” کار امم و 
المضاعفة ,۷ ,... ,ر ,,لامرة على الترتيب (« = ,200). فنلاحظ أولاً من النظرية 
)١6  ٠(‏ أن متجهین لا متغيّرين ناشئين عن جذرين ختلفين هما دائ متجهان 
متعامدان. وبا أن 4 مشاببة لمضفوفة قطرية» فإذا كان » جنرًا ميرًا ل .4 مضاعفًا 
1 < ۷ مرة» فعندئذ تكون رتبة المصفوفة 1ه - 4 هي 1 - # (نظرية 78 - 0). وعلينا 
فقط أن نبينٌ أنه يمكن اختيار ال ۷ من المتجهات اللامتغيرة» الناشثة عن الجذر > 
بيت تكون متعامدة فنا ا 


ليكن لبود د حلا حقيقيًا غير الضفر لمجموعة المعادللات 
AY = aY (32.6)‏ 
ونلحق بال (- #) من المعادلاات المستقلة خطيًا في (32.6) المعادلة : 
)32.7( لاح Fe‏ ربو د عد وعد دعر 

يا أن 2< «فلدينا في 62.0 و (627 (1-:) » على الأكثر. من المعادلات المستقلة 
خطيًا . وها دائئً) حل حقيقي غير الصفر (ي ,.... روه رن *) ب ر× متغامدء وفقًا 
ل (32.7) » مع ,× . وإذا مضينا بهذه الطريقة يقة نحصل على :> من المتجهات الحقيقية 
المتعامدة فيا بينها ,× ,... ,× ,× التي تحقّق (32.6). لنلحق بال /: - # من المعادلاات 
المستقلة حطيًا في (32.6) المعادلات ال ء الإضافية : 


19 مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


tul حك‎ Zala F °° FF Tan = 0, 
حك ولؤوونة‎ Daa مك‎ ٠.٠٠١ FF Ran = 0. 


فلدينا في (32.6) و  )32.8(‏ > و + ۷= من المعادلات الخطية المتجانسة المستقلة خطيًا . 
وها حل , , ,× حفٌق (32.6) ومتعامد مع كل من التجهات توه و ومر چ 
الطريقة حتى نحصل على « من المتجهات المتعامدة فيم بينها والناشئة عن الجذر » . 
وباستخدام كل من ال : جذرًا به نحصل على « = ,200 متجهًا تستخدم , بعد ردّها إلى 
الصيغة الناظمية » كأعمدة للمصفوفة المتعامدة ۶ المرغوبة وبحيث تكون ۲'۸۲ 
ھا 


توضيح : إذا كانت 4 مصفوفة حقيقية متناظرة 


1 2 1- 
,أ2 2 2- 
لاجد و 1 


فأوجد مصفوفة حقيقية متعامدة 7 بحيث تكون 47" قطرية . 
خحل: المعادلة المميزة ل 4 هى 


13-12-16 0 


وجذورها هي 2 - ,2 - ,4. ومن أجل الجذر 4 نحل المعادلتين الخنطيتين 
0 > يه + ر2 - ,×5 - و0 = و2 - ر×2 - ,2:6 - ونبحصل على المنّجه اللامتغيں الوحيد 
(2,1 -,1). ومن أجل الجذر المضاعف 2 - نحل المعادلة الوحيدة 

(32.9) 0 = يوقت ع 

وبالتجربة نجد أن (1,1,1) هو حل . وللحصول على حل آخر ل (32.9) متعامد مع 
الأول نلحق ب (32.9) المعادلة 


(32.10) 0ع و د 


أنواع خاصة من المصفوفات فين 


ومن (32.9) و (32.10) نحصل على الحل (1 - ,0 ,1). ونرد المنجهات اللامتغيّرة الثلاثة 
التي حصلنا عليها هكذا إلى الصيغة الناظمية ونستخدمها كأعمدة للمصفوفة المتعامدة 
# المرغوبة . وهكذا إذا أخذنا 


r e ° 
8 


فمن السهل التحقق من أن (2- ,2 - ,4) هنك = ۸۶ 'م. 


ولا تصح النظرية (۳۲- )١‏ من أجل مصفوفات متناظرة مركبة . فإذا كان : 
5 
م l7‏ =4 
فإن الجذور المميزة هي 1 . 1» ولكن رتبة 1 - 4 هي الواحد» وهذا يعني أن 4 لا تمتلك 
متجهين لآ متغيرين : 


۳ - التكافؤ الواحدي 

لتكن لا مصفوفة مربّعة ‏ × « تقع عناصرها ,»في حقل الأعداد المركبة . فنتذكر 
من الفقرة "١‏ أن ا تدعى مصفوفة واحدية إذا كان معكوسها مساويًا لمرافق منقوهاء 
أى إذا كان 
۰ كا 
ومن الواضح أن مصفوفة واحدية حقيقية هي مصفوفة متعامدة» ولكن مصفوفة متعامدة 
تخيلية لا تكون مصفوفة واحدية . 

من السهل البرهان على أن العديد من خواص المصفوفات المتعامدة الحقيقية التي 
أوردناها في الفقرة ۳١‏ تبقى سارية المفعول» بعد تعديلات ملائمة» من أجل 
المصفوفات الواحدية . وسنترك البراهين كتمرين للطالب. 


نكا مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


إذا كانت 4 و8 مصفوفتين مربّعتين عناصرهما من ال حقل المركب. وكانت ا 
مصفوفة واحدية بحيث إن 


,2245 
فسئقول: إن 4 مكانيء واحدي ل 8 ونكتب 
8 


5" - الصيغة القانونية لجاكوبي (زطمءه[) *» 


تعريف 
تدعى ا مصفوفة ا مربّعة التي تحوي فوق (أو تحت) القطر الرئيس أصفارًا فقط 
مصفوفة مثلثة . 
18 
مثلاء المصفوفة | 6 2 0 |هى مصفوفة مثلثة . 
3 0 0 


وسنبرهن الآن النظرية : 
نظرية )١-15(‏ 

إذا كانت 4 أي مصفوفة مربّعة :>“ :«عناصرها من حقل الأعداد ا مركبة » فتوجد 
مصفوفة واحدية 0 بحيث تكون 047 مصفوفة مثلثة . 

نبرهن هذه النظرية بالاستقراء على ”. ونلاحظ قبل كل شىء أن المصفوفة (,,ه) 
الي توي عنصرًا راسي من حيدا تصغدرفة مغلئة. والآن تفرش اة النظرية 
صحيحة من أجل مصفوفة مربّعة (1 - )١ - 1( × )١‏ ثم نبرهن صحتها من أجل 
مصفوفة مربعة ۸ × «. 

لیکن ,»جذرًا يرا ل 4. فيوجد عندئذ متّجه عمود 

(E Fa]‏ تي 

بحيث إن 


AX = aX 
وغضد الضرورة نرد هذا المتجه × إلى الضيغة الناظمية بقسمة كل من مركباتة على‎ 


Carl Gustav Jacob Jacobi, (1810 - 1851). 2#) 


أنواع خاصة من المصفوفات ١6‏ 
جر ۷ . ونستخدم المتجه الناتج كأول عمود من المصفوفة الواحدية ۷. ويمكن 
ملء الأعمدة الباقية بعدة طرق إذا كان 2 < .ومن السهل أن نبين» كما في الفقرة ۳۲» 
أن ۷4۷ من الشكل 


0 
1 
١ 
بج‎ | ' 4 )34.1( 


حيث تشير الرموز :في الصف الأول إلى أعداد مركبة لم ذد بعد و4 مصفوفة 


مربّعة (1- .)١ - 1( × )١‏ ومن الفرض الاستقرائي توجد مصفوفة ۷ مربعة 
(2-1) × (1-), واحدية بحيث إن 


17*17 = 


وحيث الكميات 2 فوق القطر هى أعداد مركبة غير محدّدة . 


ومن الواضح أن المصفوفة [,/ (] = 2 هي مصفوفة مربّعة ۸ * « واحدية . 
ومن السهل » فضلاً عن ذلك أن نتحقق بمساعدة (34.1) من أن 


E PE 46 . 0 
0 17*[)0 Alo بز‎ 


8 # 
0 W*Aw] 


Jacobi, Carl Gustav Jacob (1810 - 1851). (#) 


١‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


أى أن 2 2 ريه 
» 
Sg e 8 )34.2(‏ 
U*AU = |0 3, e 0‏ 
بد ٠0-1‏ 
0 
dn‏ وز کی مارحو عبر رجور بس 


حيث ۷2 = 1 . وبها أن ۷ و2 واحديتان» فإن جداء هما لا مصفوفة واحدية أيضا. وهو 
المطلوب . 


إن المصفوفة المثلثة في الطرف الأيمن من (34.2) هي صيغة جاكوبي (001هةل) 
القانونية. ومن الواضح أن الجذور المميزة لمصفوفة مثلثة هي العناصر القطرية 
,» .... درت » » وبما أن التحويل الم 'نا هو تحويل تشابه» فإن المقادير » هي 
الجذور المميزة'ل 4 أيضاً. 


٠‏ - المصفوفات الناظمية 

تعريف 

نقول إن مصفوفة مربعة 4 » عناصرها تقع في حقل الأعداد المركبة» إنها 
مصفوفة ناظمية إذا اتصفت بخاصية إلابدال مع مرافق منقوهاء أي إذا كان 
AA = AA‏ 

ومن الواضح أن كل مصفوفة 4 تمتلك خاصة إمكانية التعبير عن 4 ككثيرة 
حدود في 4 هى مصفوفة ناظمية. وهكذا تكون المصفوفات اهرميشية (ه = 4) 
ناظمية. وقلكك للسقوقات ال هة ةه = "س والصقرقات الكتعامنة. 


نظرية (ه”" )١-‏ 
إذا كانت 4 مصفوفة ناظمية ولا مصفوفة واحدية » فعندئذ تكون ا7/4 = ور 
ناظمية . 
ذلك لأن ٥ا0۸‏ = '8 » وبالتالي 
ناد أده نا - تآ ألا B' B= UA U.‏ 
BB’.‏ = نا TAA U= U AU. UA’‏ = 


أنواع خاصة من المصفوفات NYY‏ 


ونعبر عن هذا بقولنا إن خاصة كون مصفوفة ناظمية هي خاصة لا متغيرة 
واحديًا. 


١ )١ - نظرية (ه"‎ 

تكون مصفوفة مربّعة 4 مكافئة واحديا لصفوفة قطرية إذاء وفقط إذاء كانت 
4 ناظمية . 

وبالاستناد إلى النظرية (5 - )١‏ يمكن أن نأخذ 4 على الشكل : 


a ورظ‎ ‘° Dın-ı 1 


0 يه‎ e وو‎ Dan 
8 2 )35.1( 


0 0 ‘°° Qn- 0 
0 0 ..٠ 0 din 


باعتبار أن 8 تكون ناظمية إذاء وفقط إذاء كانت 4 كذلك. والآن العنصر في الصف 

الأول والعمود الأول من 8 8 هو »چ في حين أن العنصر الموافق من 88 هو 
بول E EEG FMI sD‏ 

وتتساوى هاتان العبارتان فقط إذا كان 0 = ,8ط ب والآن كل حد في الجمع 
أكبر أو يساوي الصفر. ويمكن للمجموع أن يساوي الصفر فقط إذا كان 
(,... ,2,3 = ) 0 = ,ط. وبصورة مشابهة يتساوى العنصران في الموضع (2,2) من 
8 8 و B8‏ فقط إذا كان 0 = ,رط = ... > بره = ررط. وبالاستمرار هذه الطريقة 
نبرهن أن كل (ز ۶ ) ,ط في 8 تساوي الصفر أي أن 8 مصفوفة قطرية. وعلى 
العكس إذا كانت 8 مصفوفة قطرية فمن الواضح أنها ناظمية» طالما أن أي 
مصفوفتين قطريتين تتصفان بخاصة الإبدال. 


لتكن 4 مصفوفة هرميشية جذورها المميزة ,» ,... ,ره ,» ٠‏ ولتكن ل مصفوفة 
واحدية بحيث إن 


U AU = 8 = diag (0%, رينت‎ ٠... © (ي‎ )35.2( 


۲۸ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
وبما أن 4 هرميشية . فكذلك أيضًا 8. ومنه , = ,» . أي أن ,» حقيقى . 


نتيجة (80 - 8) 


جميع ا جذور ا مميزة ‏ مصفوفة هرميشية هي جذور حقيقية . 


إذا كانت 4 في (35.2) واحدية» فتكون 8 عندئذ واحدية أيضًا . ولدينا في هذه 

: 8 8 = 1 الحالة. من العلاقة‎ 
diag (oF, “<: a,@,) = diag (1,1, ..., 1) 

وبالتالي 
(35.3) الأقدس aR LEELA‏ 

وبالعكس» إذا كانت 8 مصفوفة ناظمية جذورها المميزة ,۾ تحقق (35.3) » 
فنستنتج أن 1 = 8:8 أي أن 8 » وبالتالي 4 » واحدية . ولذلك يمكننا الحصول على 
النتيجة التالية : 


نتيجة (ه” - 4) 
مقياس ا جذور ا مميزة لصفوفة واحدية هو الواحد » وعلى العكس» أي مصفوفة 
ناظمية يكون جميع جذورها ا مميزة مقياس مساو للواحد هى مصفوفة واحدية . 


8 تمارين 
بين أن كلا من المصفوفات التالية متعامدة 


م 2/3 2/3 1/8 0 ا 3/5 ا 
28- 1/3 2/3 5 4/5- 
8- 2/3 2/3- 
0 0 1{ 3/7 2/7 6/7- 
12/J3| (F‏ 5/13 0 ئ |6/7 3/7- 2/7 


3/7 6/7 2/1 0 -12/13 5/13 


أنواع خاصة من المصفوفات ينا 


1 kG FE 1 1 4 3 قت‎ 
(o 
5 5 178( 8 ونه‎ 
1/21 1 1 1 7 4 
1 1 الأب‎ -3 -1 8 4 


1 کد ت 


من أجل كل من المصفوفات المتناظرة الحقيقية 4 التالية» أوجد مصفوفة متعامدة 


م بحيث تكون ۶۸۲ قطرية 
5 0 2- 4 ۸ 4 6 3 
2 3 2- 2 4 6- 
2 2- 0 1- 2 4- 
2 4 4 6 2 9-] 
ون ا 4 2 0" 6 9- 2 
3 ىب لوب 7 6 6 ) 


63 بن أن قور البو اة مساطرة ج وة هيديا ا ا 
وفقطا 5 كانت وعد سلما 

1) إذا كانت (,م) = ۶ مصفوفة حقيقية متعامدة 3 × 3 وبحدّدها 1 + » فبينٌ أن 
1 - < ووم + ررم + ررم. ضع وبرهن عبارة ماثلة من أجل الحالة التي يكون فيها 
المحدّد مساويًا 1 —. )582-3 .(Amer. Math. Monthly, Vol. 43, 1936, pp.‏ 

۳ إذا كانت م مصفوفة متعامدة حقيقية لآ تملك ال 1- كجذر مين فين أنه تود 
مصفوفة حقيقية مائلة التناظر 7 بحيث تكون ۲ معطاة بالعلاقة (31.7). 

)٤‏ في العلاقة (31.7) خذ 


2 


2) 


(1١ 


(۷ 
(۸ 


له 


وذ 


(١ 
(۲ 


مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


وأوجد علاقة من أجل المصفوفات المتعامدة 3 × 3. بين أن المتجه © ,ظ ,ه) هو 
متجه لا متغيّ. إطلاقًا بالنسبة لكل مصفوفة منها. 

ون آنا كاق:اك 1= جف عير اللمسقدرقة اة العامة ماعا 
۷ مرة» فإن "(1-) = |۲| . 

إذا كانت 7 مصفوفة حقيقية متعامدة وكان × منّجِهًا لا متغيرًاً ل ۶ ناشكًا عن 
جذر ميز 1+ + » » فعندئذ 0 = ×'×. 

أيّ مصفوفة دوّارة 4 (فقرة ۲۹) هي مصفوفة ناظمية . 

تكون مصقوفة مربعة 4 ناظمية إذاء وفقط إذاء أمكن التعبير عن 4 ككثيرة 
حدود سلمية في . 

إذا رمزنا ب 4 و 8 لمصفوفتين مربّعتين فوق حقل الأعداد المركبة وكانت 
4 - 48 = © فاخثير تناظر © تحت الشروط : (1) كل من 4 و 8 متناظرةء 
(2) كل من 4 و 8 مائلة التناظر و (3) 4 متناظرة» 8 مائلة التناظر. 

إذا كانت ۾ » 5. » » 4 أربعة أعداد حقيقية بحيث إن 1 = 42 + 2 + 2م + 2م , 


فبين أن المصفوفتين التاليتين متعامدتان: 


2(ab — cd) 2lac + bd)‏ “0 لل ”م سح ن س 
2(be — ad)‏ “ل + ”¢ اث + ۾ 2(ab + ed)‏ چ 
*ل + 2(ac — bd) 2(be + ad) ~a” — b” + e”‏ 
û = @ 8‏ 
b‏ 


a —d c 
e d a 0-6 
d 0 م‎ b a 


بين أن المصفوفة المتناظرة غير الشاذة تكون متطابقة مع عكسها. 

لتكن 2 المصفوفة القطرية (0,... ,0 ,,ه ,... ريه ,,») عه حيث المقادير » أعداد 
ع 2 

حقيقية موجبة. بين أن أعم مصفوفة مربعة × تحقق الشرط 7 = ×× معطاة 

بالعلاقة 2"۲ = × » حيث (0,... ,0 ,لله ,... ,2'ليه) وهزك = 21 و طم أى 


مسقوفة ةة اة 


أنواع خاصة من المصفوقات NT‏ 

۴) إذا كانت 4 مصفوفة مربّعة «* « حقيقية فبنٌ أن أعم مصفوفة مربّعة حقيقية × 
بحيث إن /44 = '×× معطاة بالعلاقة 48 = × » حيث 7 أي مصفوفة حقيقية 
متعامدة . 

4 إذا كانت / المصفوفة [لّ ؟_] فين أن المصفوفة ,× تحقّق المعادلة ل = ×7× 
إذا وفقط لذا كان 1= اا , 

6 إذا كانت 1 مصفوقة هرشية و آي عدد حقيقى غير الصفر: فين أن 

V= (1+ iH) (kI—iH) 

فى افقو و اق 

) لتكن 7 مصفوفة 6 × 6 مائلة التناظر 


احسب محدّدًا بخمسة صفوف واستخدم الفقرة #٠‏ لإيجاد كثيرة الحدود © 


بحيث إن ”م = |7| ۰ 


0 


القع 
تنائيسة الخطسة 


۳١‏ - مقدمة هندسية 
لتكن × و ر إحداثيات كارتيزية عادية لنقطة 7 في مستوى» وذلك بالنسبة لزوج 
من المحاور المتعامدة. إذا كانت ,© . ,طى»أعدادًا حقيقية مثبتة» ىه » ,طلا يساويان 
الصفر مع فعندئذ تقع مجموعة كل النقاط الحقيقية (ر »)۲ التي تحفّق 
aR ED 6-0 (36.1(‏ 
على خط مستقيم ,1. وتدعى المعادلة (36.1) معادلة الخط ,ا في الإحداثيات الكارتيزية . 


وإذا كانت 
(36.2) 6-0 سد نزو عد تيه ةو 

هي معادلة خط ثان راء وكان |4121| = ۵ » محدّد المعاملات» غير الصفرء فإن 
الخطين ,1و را غير متوازيين وبالتالي يتقاطعان في نقطة وحيدة ©. وعلى أي حال. 
إذا كان 0 = 4 في حين أن رتبة المصفوفة ]2 ؛( ] تساوي 2 » فيكون الخطان 


۳۳ 


1 مدخل إلى نظرية المحددات والمصفوفات 


متوازيين» ولكنهه| غير متطابقين» وبالتالي فليس بينه أية نقطة مشتركة. وهذه هي 
الحال» مغلا مع الزوج 
2y + 7- 0 (36.3(‏ - ×4 و5-0-بر-26 
ومع عدم وجود أي نقطة مشتركة بين هذين الخطين» إلا أنه يمتلكان شيئًا ما 
متكا ألاو هو الاتجاى وهذه» على وجه الدقة» هي الحقيقة الى نريد جلاءها 
لتكن الثلاثية من الأعداد ( ,ر .::) ليست جميعها أصفارًا . ومن أجل 0 ؛ سنتفق 
على أن الثلاثية تمثل النقطة 7 التي إحداثياها الكارتيزيان 2/0 6/). ويتضح من هذا 
أن المهم ليست الأعداد ؛ ,ر ,د لذاتها وإنما نسبها فقط. وهكذا تمثل (1 -,3,2) 


و (4,2 - ,6 -) النقطة (2 - ,3 -) نفسها. وسنشير إلى هاتين الثلائيتين كإحداثيات 
كارتيزية متجانسة للنقطة (2- ,3-). 


ووفق هذه الرموز الحديدة تصبح معادلتا الخطين في (36.3): 
=7 + بر2 - عر4 ,0 =5 سير - ×2 

عند حل هذا الزوج من المعادلات الخطية المتجانسة من أجل ×» :زو وفقًا للفقرة 38 
نحصل على الحل (26,0 ,۸) = ( ,ر ,:). ولا توجد نقطة منتهية في المستوى موافقة هذه 
الثلاثية . وسنشير» على أي حال» لهذه الشلاثية كإحداثيات نقطة في اللانهاية أو 
إحداثيات النقطة المثالية ء في اتجاه الخط الواصل بين المبدأ والنقطة (1,2). ويتضح 
بالتجربة أن النقطة (26,0 ,) تقع على كل خط في نظام الخطوط المتوازية 
(36.4) 0 دن + بر م2 

وتحقق مجموعة كل النقاط (0 ,ر ») التي يكون إحداثيها الثالث صفرّاء المعادلة 

0 -:.ويا أن هذه الأخيرة معادلة من الدرجة الأولى فسندعو المحل ال هندسي المعرّف بها 

خطاء الخط عند اللااية في المستوى. وتتقاطع عائلة الخطوط المتوازية في (36.4) 
جميعها مع الخط 0 = في النقطة نفسها عند اللانهاية وهي (2,0 ,1). وهكذا فإنه توجد 
نقطة واحدة عند اللانهاية من أجل كل اتجاه في المستوى . 

وفي الإحداثيات المتجانسة تكون معادلة الخط ,افي (36-1). هي 


0 2ع دنر + ag‏ 


الصيغ ثنائيّة الخطية 1 
يغ ثنائيّة ا خط 


وندعو ثلاثية الأعداد (» ,,ط ,,4) التي نفترض أن واحدًا منها على الأقل يختلف عن 
الصفر. إحداثيات بلاكر Pek‏ المتجانسة للخط ,1 . ومن الواضح أن أي ثلاثية 
من الأعداد. ليست جيعها أصفارًاء يمكن أن تستخدم كإحداثيات خط کا يتضح 
أن المهم هنا هو النسب فقط . وهكذا فإن (15 -,3 -,6) و (4,2,10- ) هي إحداثيات 
متجانسة للخط 0 5,2 - ر - ×2. 


وبدلاً من كتابة 9 ,لا ,:) و © ,ط ,6) كإحداثيات نقطة من خط . على الترتيب» 
فستاأخذ: من أجل الانتظام في مسألة الرموز (و× ورلا :)و (ه ,يه ,,)) كإحداثيات نقطة 
وخط . ومعادلة الخط / هى عندئذ: 


Ux, + UX, + UX; = 0 


وللعودة إلى معادلة الخط في الإحداثيات الكارتيزيةء نختار إحدى الإحداثيات 
إداء يندو ×لتكون ؛ . في حين يكون الإحداثيان الباقيان ×ور . وبا أنه يمكن القيام 
بهذا الاختيار بأكثر من طريقة » فمن الواضح أن المعادلة المعطاة في بن ر×» ,ديمكن 
ألا تقود إلى معادلة وحيدة في الإحداثيات الكارتيزية. والملاحظة حول المعادلة تبقى 
صحيحة أيضًا إذا كان المحل المتدسى من درجة أعلى من الواحد . فمثلاٌ» المعادلة 

o 

تقود إلى ×4 = ”و إذا أخذنا ر = ,×+ ×= دو = × (وعندئذ نضع 1 =۲) في حين تقود 
المعادلة نفسها إلى 1 = ر×4 إذا أخذنا ؛ = ,بدء ×= يدودر = × ونعبر عن هذه الحقيقة 
بقولنا: إننا نحصل من المعادلة على حلات هندسية ختلفة عن طريق إسقاط خطوط 
مختلفة إلى اللانباية . 


وبطريقة مشابهة» نأخذ ( × دوا ويا ) و (رها ووا ,ر٤‏ ,)) كإحداثيات متجانسة 
لنقطة ۶ ومستوي في فضاء ذي ثلاثة أبعاد . وبصورة مشاءهة سندعو (×,... (Xs‏ 


إحداثيات متجانسة لنقطة ۶ و (م" ,... ,ر“ )٠‏ إحداثيات متجانسة لفوق مستوي 7 في 


فضاءات ذي (1- 2) بُعدّاء هذا بالرغم من أنه من أجل 4 <۸ . لا يكون للمحل 
الهندسي المذكور هنا أي صورة هندسية مناسبة في فضاء يتفق والبديهة. ويُفهم. 


۳۹ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


بالطبع » أنه يجب ألا تكون جميع العناصر في أي من المجموعتين مساوية للصفر. وشرط 
وقوع النقطة ۲ » عندئذ. في فوق المستوي 7 هو 


U +... + كيلا‎ > 0 


وإذا فسرنا مركبات متجه عمود [,.... ,ر× ,] = × » ليست جميع إحداثياته 
أصفارًاء كإحداثيات متجانسة لنقطة في فضاء ذي (2-1) بعدّاء وكانت 4 مصفوفة 
مربعة ” × ”غير شاذة» فيبرهن في الهندسة الإسقاطية أنه (من أجل 2,3,4 -) يمكن 
تفسير معادلة المصفوفات 

Y= AX 
وب أن اجه × والتجه [ربمه .... رجه .,“نت] = که يمثلان» من‎ ٠ كتحويل إسقاطي‎ 
أجل 0 + » , النقطة سپا فمن الواضح أن المنجه 0+ × المحقق للعلاقة‎ 
AX = aX, (#0), 

يمثل نقطة ثابتة تحت التحويل . 

إذا كانت [×,... ,ر م ×] = × و [رلز,... ,رل ل] = ۷ » حيث له عد لآ » نقطتين 
متميزتينء وگان 4 و موعددين سلميين» لا يساويان الضفر مَعٌاء فيرهن في الهندسة 
الإسقاطية على أن 

[ ملاسم + ندة ,... ب لاسر + خی رع + بعدة] = ۷س + 1X‏ 

هي نقطة على الخط ۷× » وباختيار مناسب ل ۸و م يمكن جعلها تمثلة لأي نقطة على 
هذا الخط. 

ومن السهل أن نبين أنه إذا كانت × و ۲ نقطتين مثبتتين من التحويل ×4 = ۷ 
موافقتين للجذر المميّز نفسه » » فعندئذ تكون كل نقطة من الخط ۲۷× هي نقطة مثبتة 
من التحويل الموافق للجذر » . 


5 الصيغ ثنائية الخطية 
تعريف 
تدعى كثيرة حدود متجانسة في واحد» إثنين» . . . » أو «من المتغيرات صيغة . 
اض الصيغ : أو فا لعدد المتغيّرات المحتواة» وحيدة, ثنائيةء ثلاثية» ...» 


الصيغ ثنائيّة الخطية NIY‏ 
نونية ؛ ثانا وفقًا للدرجة. كخطى » ثر بيعى » تكعيبي » ...© من الدرجة م. 
وهكذا تكون العبارة 42 + ر - :2 صيغة خطية ثلاثية ور6 + ربو - #د5 صيغة تربيعية 
ثنائية . . . إلخ . 


تدعى عبارة ا ومتجانسة في كل من جموعتین من ا متغرات Ee)‏ 
( »ا .... بل ,,4) صيغة ثنائية خطية . 

مثلا» من أجل 2 - ”و 3 = » تكون العبارة 
Se + 17x4, + 4x‏ - رهد جد ح DR‏ + رلا ند 


1 3 


صيغة ثنائية خطية في مجموعتي المتغبرات (ر×٠*)‏ » (يلا بوا »). 
ويمكن كتابة أعم ضيقة | كنائية شط ف E Hy ra) Sg)‏ كنا 


f(r, = arzu + 0 + °° 4 atl, 


+ ant + Qata عله‎ °°° + Qata (37.1( 


+ ania + Aantal + °°° + aT, 


نا 2 2 ك 


حيث نفترض أن .هعناصر من حقل ما . 

تدعى المصفوفة ليد 4 رم ,... ,8 رع «« ,... ,1= ) للمعاملات كه نراها 
في (37.1) مصفوفة الصيغة الثنائية ا خطية (» ,) /. وتدعى رتبة هذه ا مصفوفة « رتبة 
اليف 

لتكن [* ,... ,,×] = × مصفوفة من عمود واحد 1 × "و [ي# ,... ,,»] = U‏ 
مصفوفة من عمود واحد 1 × «. فيمكن عندئذ كتابة الصيغة الثنائية الخطية (» )في 
(37.1) كمصفوفة من عنصر واحد: 
f(x, u) = X'AU. (37.2)‏ 


وين مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


وينبغي ملاحظة أن مجموعتي المتغيرات :دو »في (1 .7) مستقلتان. وهكذا يمكن 
إخضاع المقاذير د جربل واحد في ین تبقى المقادير » كا هي . أو أا تخضع لتحويل 
تلف كليًا. 
ولنستبدل الآن * من المتغيرات الجديدة (,ل.... ,لر بالمتغيرات × » وذلك 
بوساطة تحويل خطي متجانس مصفوفته 8 أي ١‏ 
O A‏ بللرظ به - x‏ 


کا نضع بد من المتغبرات u‏ من المتغئرات الجديدة ,ا ,... ,رلا ,نه) وذلك بوساطة 
تخويل مصفوفية 6. 
U, 59-5 (FSD gsr‏ 
آي تهبيج 
X= 87, U=CvV )37.3(‏ 


حيث × ولامتجها عمود في كل منہا ۳ مركبة » لا و۷ متجها عمود في كل منى| ۸ مركبةء 
في حين أن 8 و٤‏ مصفوفتان مربّعتان من المرتبتين و على الترتيب . ولدينا عندئذ من 
(37.2) الصيغة الثنائية الخطية : 

Y'(B'AC)V )37.4( 

في المتغيّرات الجديدة برو ن والمصفوفة ©8'4. 


نظرية (/ا”  )١‏ 
في الصيغة الثنائية ا خطية 47 - 0 التي مصفوفتها 4 » إذا 


١ [‏ 7 تاررحم 
أخضعنا ا متغيرات × إلى تحویل مصفوفته 8 87 = ) وا متغّرات » إلى حويل 
مصفوفته © (017 = 0ا) » فنحصل على صيغة ثنائية خطية مصفوفتها ©8'4. 
وكنتيجة مباشرة من هذه النظرية لدينا: 
نتيجة (310 - 9) 
لا تتغير رتبة صيغة ثنائية نحطية تحت تحويلات غير شاذة للمتغيرات . 


۱۳۹ 


الصبخ ثنائية اله 3 
0 


ونتذكر من النظرية )١ - ٠١(‏ أنه إذا كانت رتبة مصفوفة ,4 عناصرها من 
حقل7. » مساوية ل ۲ » فيمكننا إيجاد مصفوفتين مر بعتين غير شاذتين 7 و0 رتبتاهما :م 
و#» على الترتيب» وعناصرهما من بحيث إن : 
(37.5) ,]0 ]-ممم 

وإذا اخترنا عندئذ مصفوفتى التحويلات 8 و٤‏ المذكورتين في (37.3) على أا 
التحويلان ۲ و0 » على الترتيب» فسيكون للصيغة الثنائية الخطية الناتجة المصفوفة 


الموجودة في الطرف الأيمن من (37.5). 


نظرية (۳-۳۷) 

لتكن 47× = (» ,ند) رصيغة ثنائية حطية عناصر مصفوفتها 4 من حق ل . 
إذا كانت رتبة ‏ مساوية ل ١‏ » فبوساطة تحويلات غير شاذة وعناصرها من » هذه 
ا متغبرات » يمكننا رد (»؛ ,»)إلى الصيغة القانونية : 


,ر + ... + ولاولز + رار 


تعريف 

يقال : إن صيغة ثنائية حطية ,#«بد ملظ = » )هي صيغة قابلة للتحليل إلى 
عوامل إذا أمكن التعبير عنما كجداء صيغة خطية في ا مقادير + في صيغة خطية في 
ا مقادير 4. 

ونبرهن النظرية التالية : 
نظرية (/” - 4) 

الشرط اللازم والكافي لتكون الصيغة الثنائية ا خطية (» :د /قابلة للتحليل إلى 
عوامل ه وأن تكون رتبة الصيغة مساوية للواحد . 


نستثني الحالة التافهة حيث تكون الرتبة صفرًاء باعتبار أنه لا توجد عمليًا في مئل 
هذه الحالة أية صيغة ثنائية خطية. ونفرض أولا أن الصيغة قابلة للتحليل إلى عوامل 
بحيث يكون 


كال مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
Datu; = (Der du) >  D edit,‏ 2 


حيث لا تكون جميع المقادير © أو جميع المقادير 4 أصفارًا . وبها أن هذه العلاقة الأخيرة 
مطابقة في جميع المتغيرات, فلدينا 
(ص 1 > زرنمى.. ,1 a =cd  )-‏ 

ومن الواضح أن كل محدّد من المرتبة الثانية من 4 ينعدم, أي أن: 
cid; 64‏ 
Crd; Cd,‏ 

ومنه» باعتبار أن المقادير ,© » بالفرض» لا تساوي جميعها الصفر. فإن رتبة 
المصفوفة 4 هي الواحد. 

وعلى العكس لنفرض أن رتبة الصيغة الثنائية الخطية هي الواحد. فعندئذ 
وبالاستناد إلى النظرية (۳-۳۷) يمكن تحويل (» ,::)/ بتحويلات غير شاذة إلى الصيغة 
القانونية ,نه لا. وعكس هذه التحويلات 

Z1,‏ حر منت عالط ا 

يعيد إلى (» ,)/. أي أن : 
(Zk) (Z1) = f (x, w) (37.6)‏ 
وبالتالي فإن (» ,)/ قابلة للتحليل إلى عوامل . 

ولكن أكثر من ذلك» إذا وقعت المعاملات ره في (» ,*) في الحقل ج » 
فبالاستناد إلى النظرية (۴۷ - ۴) تقع معاملات التحويلات أيضًا في. . ومنه نجد 
النتيجة : 


dy للك‎ _ 


=0. 


ai 0 


نتيجة (۳۷- 0) 
إذا كانت الصيغة الثنائية ا خطية ,»ك » التي تقع معاملاتها في حقل » 
قابلة للتحليل إلى عوامل» فتوجد عوامل معاملاتها واقعة أيضا فيج . 


وسنفترض في هذا الفصل من الآن فصاعدًا أن م = ص أي أن عدد المتغيرات 
يساوي عدد المتغيرات ». وتكون عندئذ مصفوفة الصيغة الثنائية الخطية مربعة . 


الصيغ ثنائيّة الخطية 3 

إذا كانت لدينا جموعتان Sess‏ ولاح بولا ري في كل منبهيا 7 

من ا متغيرات. وكانت المتغيّرات بحيث إننا إذا أخضعنا » إلى تحويل معين 

(/1© = ۷) » فإن ا متغيرات + تخضع إلى التحويل نفسه (:[1© = ¥) » فنقول عندئذ إن 
المجموعتين من ا متغيرات ولان كوجراديانييًا .(Cogrediently)‏ 


تعريف 
إذا كانت 4 و مصفوفتين مربعتين « × ۸ » و غير شاذة» فتدعى ا مصفوفة 


4€ التحويل الكوجراديانقي 057601671 ل 4 بوساطة ©. ونقول إن ا مصفوفتين 
4و متطابقتان . 


ونبرهن مباشرة النظرية التالية : 
نظرية (0” - 5) 


تحت التحويلين الكوجراديانتيين ل × ونا : ¥€ = ¥ » €۷ = 0 » تتحول 
الصيغة ثنائية ا خطية ¥40 ذات المصفوفة 4 إى صيغة ثنائية ا خطية مصفوفتها ٥٠4€‏ . 


لنعتير الآن الصيغة ثنائية الخطية الخاصة : 
a + al + °°° + a‏ = مايص 2 = f(z, u)‏ 


الى مصفوفتها /. إذا أخضعنا المتغيرات × إلى تحويل 87 = × مصفوفته 8 » 
والمتغيّرات » إلى تحويل ٤۷‏ = لا مصفوفته ©. فتكون مصفوفة الصيغة الناتجة 
8٤‏ وإذا كانت مصفوفة الصيغة الجديدة ٠1‏ فعندئذ يتحول (» ,: / إلى 
yi, ERE HI‏ = لبايك = (ن ,ر f‏ أي آنا تتحول إلى نفسهاء كا يقال 
وستكون الحالة كذلك إذاء وفقط إذاء كانت مصفوفتا التحويل 8 و٤‏ محققتين للعلاقة 
- 8:6 ء أي أن 0-1 = '8 أو '(0-1) = 8. وتحت هذه الشروط نقول إن المتغيّرات × 
و» قد حولت لاجرا اديانتيًا .(Contragredienty)‏ 


EY‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


لتكن ال مجموعتان )<< (ts lsa = (ps‏ = 0 کل منها ب «من 
ا متغترات . وإذا حدث أنه عندما نُخضع إحدى ال مجموعتين إلى تحويل غير شاذ 
مصفوفته © » تخضع ا مجموعة الأخرى إلى تحويل مصفوفته هي منقول معكوس © » 
فإننا نقول عندئذ : إن ا مجموعتين من المتغيّرات تحولان لاجراديانئيا . 


نظرية (۷-۳۷) 

تتحول الصيغة الثنائية ا خنظية ,ك إلى نفسها إذاء وفقط إذاء حُوُلت 
المجموعتان لاجراديانئيًا . 

وبالعودة الآن إلى الصيغة الثنائية الخطية د = لا في مجموعتين 


من المتغيرات في كل منبما ” متغيرًء وإخضاع المتغيّرات » إلى التحويل 
C۷‏ = 1 » والمتغيئرات × إلى التحويل اللاجراديانق (C7 1)'Y (Contragredient)‏ = × 
فنرى أن مصفوفة الصيعة الناتجة هي 0-1860 و الحقائق تبرر المصطلحات التي 
استخدمناها عند دعوة المصفوفة الأخيرة التحويل اللاجراديانتي ل 4 بوساطة © . 


الصيغة التربيعية العامة ب من المتغئرات ,.... وين هي عبارة من النوع 


f(D > J Data, = atî حل‎ atta حل‎ °°° F ntin 
+ ata F Qat عل‎ 00 + atan )38.1( 


ويه = ant, (Gu‏ ل °°° عل Ont‏ ع تمه F‏ 
ونفترض أن المعاملات ,»هي عناصر من حقل ما#. » كا نفترض أن المتغيرات × 
بالاهتمام )١(‏ عندما يكون2. هو حقل جميع الأعداد المركبة و(؟) عندما يكون2. حقل 
جميع الأعداد الحقيقية . وفي هذه ا حالة الأخيرة نتكلم عن f‏ كصيغة تر بيعية حقيقية . 


تعريف 

تدعى المصفوفة ا متناظرة (ره) = 4 للعبارة ا مكتوبة في (38.1) مصفوفة الصيغة 
التربيعية (:)/ . ويدعى المحدّد |4| مميز الصيغة . وتدعى « » رتبة 4 » رتبة الصيغة . 
وإذا كان م >< قلنا: إن الصيغة شاذة . 


إذا أخذنا [ند.... ,ر ,,] = × كمصفوفة من عمود واحد» فيمكن كتابة الصيغة 
(0:)/ في (38.1) كمصفوفة 1 × 1: 
(38.2) ل > f(x)‏ 


12 


٤‏ مداخل إلى نظرية المحنّدات والمصفوفات 


والآن إذا طبّقنا على المتغيرات تحويلاً مصفوفته © : 


x = 2 e, (= 1,2,0 )38.3( 


1 
أو إذا كتبنا بدلالة المصفوفات: 

X= CY 
: فإننا نحصل مباشرة من (38.2) على الصيغة التربيعية المحولة‎ 


Y'(C'AC) 37 


الىئ تحوي المتغئرات الحديدة ,¥ ء٠٠‏ دولا و لرولكن بمصفوفة هى 46'© . وهكذا نجد 


نظرية )١-۳۸(‏ 
إذا طبقنا على ا متغرات ٠...‏ و ,في صيغة تربيعية ,2 مصفوفتها “A4‏ 
التحويل ا خطي (38.3) ذا المصفوفة © » فإننا نحصل على صيغة تربيعية جديدة 

مسجفرفتها 1211 . 


نتيجة (۲-۳۸) 
لاتتغير رتبة الصيغة التربيعية تحت تحويلات حطية غير شاذة مطبقة على 


من الملائم» مع أنه غير ضروري » أن نكتب المصفوفة 4 للصيغة التربيعية في 
(38.1) كمصفوفة متناظرة . وقد نتفق. مثلاً. على أن نأخذ 4 على شكل مصفوفة مثلثة 
حيث 0 = ره (ز < ) . وهكذا يمكننا كتابة مصفوفة الصيغة ر×2 = م التي تحوي 
متغيرين» وبدون أي لبس» على الشكل [مّ (؟] = ,4 بدلا من الشكل المتناظر 
] -ي4 . وإذا طبقنا الآن على متغيري ,ب التحويل غير الشاذ 


ولا + رلا > يك وير > إلا ع إلا 


العبية اة ١‏ 
يغ التربيعيٍ 


قإننا تحصل عل صيخة قرة-أثرة» رتنةامصفوفتها [؟ _, 5] تصاوي 2> 
في حين كانت رتبة المصفوفة 4 مساوية للواحد . وهكذا يبدو أن النتيجة (۲-۳۸) لا 
تصح هنا . وفضللً عن ذلك» ومع أن 4 قد أخذت كمصفوفة ثلثة» فقد لا تكون 
4" مثلثة بالضرورة ما لم نتخذ تبسيطات إضافية . 


۹ - اختصار الصيغة التربيعية إلى عبارة تحوي حدودًا مربعة فقط 
لتكن الصيغة التربيعية 416 26 = ته 2 = / مصفوفتها 4 . فقد تعلمنا في 


الفقرة ٠۲‏ أنه إذا كانت بے ,... ريه ,,» الجذور المميزة ل 4 » فتوجد مصفوفة حقيقية 
متعامدة ۶ بحيث إن 


P'AP = diag (ys e a) 


وإذا طبّقنا الآن على المتغيّرات × تحویلا مصفوفته ۶ . أي إذا وضعنا لام = × » فإن 
الصيغة المفروضة تحوّل إلى 


)9.1( ترق + ... + رجه + رت 


تعريف 

يدعى التحويل ا متجانس ا خطي 

X= PY أي‎ x= للك‎ 

الذي تكون مصفوفته ط متعامدة بالتحويل المتعامد . 

ونجد عندئذ النظرية : 
نظرية )١-۳۹(‏ 

إذا كانت او ونه الور اليه (جميعها حقيقية) للمصفوفة المتناظرة 
ا حقيقية ۸4 » فيوجد تحويل حقيقي متعامد ۶۲ = ل تتحول بوساطته الصيغة التربيعية 
x>‏ =( )إل الصيغة القانونية EJ‏ ...ل ريه ند ملؤي 


توضيح : لتكن الصيغة التربيعية 


مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


f(2 = ا‎ = 2x7 + TFs 
- دوه ¬ 227 + ر2‎ 


2 
,2 = و22 = رلو + 


مصفوفتها هي المصفوفة الحقيقية المتناظرة المذكورة في الفقرة ۲. فمن السهل التحقق 
من أنه تحت التحويل الحقيقي المتعامد: 


1 1 1 
3 > V6 YF v3 Ya + 2 Ya 
2 1 
a 


اللو وا ما ی 
V3 0‏ “دوه 3 


يتحول الشكل (2)/ إلى : 
4y - 2 -_- 2‏ 
والتحويل المذكور في النظرية (۳۹ )١-‏ هو عادة تحويل غير نسبي كا في 
التوضيح . وفضلا عن ذلك فإنها لا تنطبق بالضرورة على صيغ معاملاتها مركبة » فمثال 


إذا كان 

اه 
فإن كلا من الجذرين المميزين هو صفرء أي أن العبارة القانونية (39.1) ستتطابق مع 
الصفر. وفي الفقرة التالية سنعطي طريقة للاختزال تعود إلى لاکرانج (Lagrange)‏ 
ولا تخضع لأي من الانتقادين السابقين» وهي وفقًا لكلمات جاندلفينكر 
)Gundein e1)‏ » «فيها يتعلق باللباقة لا تترك من مزيد. » 


(Lagrange) طريقة لاجرانج‎ - ٠١ 
لتحويل صيغة تربيعية إلى عبارة تحوي حدودًا مربّعة فقط‎ 
. لتكن الصيغة التربيعية ,۾ < = (2)/» معاملاتها ره أعداد حقيقية أو مركبة‎ 


ونفرض أولاً أن تحوي على الأقل حدًا مربُعًا واحدًا ره أي أن المصفوفة 4 تحوي 


ال لازي 4۷\ 


على الأقل عنصرا قطريًا واحدًا ,ه مختلفًا عن الصفر. ونين حدود ۶ التي تحوي ,في 
المخطط 


01 TT 
نياك‎ *** Qutî *** 0 0 
8 


dnt Tanî 


من السهل أن نرى من هذا المخطط أن 
a aR FED2 5 Qj.‏ + 20 + *** عل (an F azi‏ = 2 
وهکدا نكر من االسهل ايضا تبيآن أن الفرق 

fı = fe) - Û aaa + < + axze +--+ aa)" (40.1) 


لا يحوي ,بدطلما أن 0 = - . أي أنه يمكن كتابة (40.1) على الشكل : 
ب ع اق 


1 


a) = Ê (OD ae)" F ile a بده‎ 2). (40.2) 
لنطبّق الآن التحويل غير الشاذ:‎ 


وريه سل ممه عله FF az,‏ حل ai‏ ع zi‏ 


و2 =1 
١ )40.3(‏ 
7 = 1 
چ =4 
وتحت هذا التحويل يصبح على الشكل : 
)40.4( وھ ۰۰ ر ج سل 


حيث ,/إما أن يكون مطابقا للصفر أو صيغة تربيعيّة في (1 - ) من المتغيرات على 
الأكثر. وفي الحالة الأولى يكون اختزال الصيغة التربيعية المعطاة تامًا. وفي الحالة 
الأخيرة» وعلى فرض أن معامل حد تربيعي واحد على الأقل مختلف عن الصفرء 


١6‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


فيمكن» عن طريق تحويل غير شاذ على المتغيرات ,د ,... ,ز× ,× تخفيض ,إلى عبارة 


من النوع 
Ff, o aD, (40.5)‏ 1 
حيث تكون ر/إما مطابقة للصفر» أو أنها صيغة في 2 - ۸ من المتغيرات على الأكثر. 
وبإضافة المعادلة 
Xj =X‏ 


يمكن النظر إلى هذا التحويل الأخير كتحويل غير شاذ في ۸ من المتغيرات . 

ويمكن أن تستمر هذه الطريقة في فصل الحدود المربعة طالما احتوى الباقي f,‏ 
حدًا مربعًا واحدًا على الأقل معامله غير الصفر. وعلى أي حال» إذا كان ,غير مطابق 
للصفر. ولكنه لا يحوي أي حد من الشكل ته فإن الطريقة تفشل . ويمكننا عندئذ 
القيام بها يلي . لنعد إلى الصيغة الأصلية f‏ ولنفرض أن كل 0= يه » ولكن 0 * ,ره » 
ونبرر لأنفسنا مثل هذا الفرض باعتبار أنه إذا كان 0 = ,,» فسوف لا يحوي / المتغير × 
على الإطلاق. والآن نطبّق التحويل الذي يعبر عن المتغيرات القديمة بدلالة المتغيرات 
الحديدة. 
)40.6( 0ع ) x, = x,‏ 

x, = x FX, 

ومن الواضح أن المصفوفة © في هذا التحويل الأخير هي مصفوفة تحويل أوليء وأن 
المصفوفة 40" تنتج من 4 بأن نضيف أولاً العمود ؛ إلى العمود الأول ثم نضيف في 
المصفوفة الناتجة الصف إلى الصف الأول. وعندئذ ستحوي مصفوفة الصيغة الناتجة 
العنصر ,2 الذي لا يساوي الصفر في الموضع )١١١(‏ ويمكننا تطبيق طريقة لاجرانج 
.(Lagrange)‏ 

وربها حصلناء بعد فصل من الحدود المربعة» على باق يطابق الصفر. وليس 
من الضروري عندئذ أن نقوم بأي تخفيض إضافي . وبما أن رتبة الصيغة التي لا تحوي 
إلا حدودًا مربعة فقط هي بالضبط عدد المعاملات التي لا تساوي الصفر فلدينا وفقا 
للنتيجة (5-78) ما يلي : 


الصيغ التربيعيّة ۱4۹ 


)١- 40( نظرية‎ 

تكن ره < = (:) /رصيغة تربيعية رتبتها ١‏ ومعاملاتها من حقل”. . فيمكننا 
دات إيجاد تحويل غير شاذ معاملاته من بحيث يتحول (:)/ إلى عبارة من النوع 
)40.7( ,وه 95 نك بريه و6 


حيث ا مقادير هي عناصر من ا حقل. ولا نساوي أي » القيمة صفرا . 


ونحصل على التحويل النهائي الذي يتحول بموجبه (۸) إلى الصيغة القانونية 
(40.7) بتركيب التحويلات المتتالية من النوعين (40.3) و (40.6). وينبغي أن يلاحظ 
الطالب أننا نعبر في (40.3) عن المتغيّرات الجديدة بدلالة المتغيرات القديمة؛ في حين 
نعبر في (40.1) عن المتغّرات القديمة بدلالة المتغبرات الجديدة. 


لنفرض الآن أن2. هو حقل يتصف بأنه إذا كان ,»عنصرًا من فإن ,ء۷ 
هو أيضًا عنصر مر » مثا حقل الأعداد المركبة. فيمكننا عندئذ تطبيق التحويل 


التالى 
9 
(ki #0,‏ مع ,2 ,1 ع =A  )6‏ 
)40.8( 
Rk‏ سمل عه Yi: = yi ESF‏ 
وتحت هذا التحويل يتحول (40.7) إلى 
ky + ky? + ... + ky? (40.9)‏ 
نظرية (40 -17) 


يعن فيض اقل س تريس ربعا واھ من تل باهر 
بوساطة تحويل قير فاد إلى عبارة من النوع (40.9) حيث المقادير # هي أعداد«مركبة 


كيفية » جميعها غير الصفر. 
وبصورة خاصة يمكن أخذ جميع المقادير ‏ في (40.9) مساوية ل 1+ . 
نظرية (0+ -") 


يمكن تخفيض كل صيغة تربيعية رتبتها « ومعاملاتها من ا حقل ا مركب بوساطة 
تحويل غير شاذ ومعاملاته من ا حقل امرك ب نفسه» إلى الصيغة القانونية 


١٠‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


)40.10( ا 

ولدينا مباشرة النتيجة : 
نتيجة ٤١(‏ -4) 

لتكن الصيغتان التربيعيتان aa,‏ 2 = “و ba,‏ لل = /معاملاتها من ا حقل 
ا مركب جر » فالشرط اللازم والكافي لوجود تحويل خظي غير شاذ يحول / إلى هو أن 
يكو للصيفييق الرفية «نفسها. 


نستنتج ضرورة الشرط من حقيقة أن الرتبة لا تتغير تحت تحويلات غير شاذة . 
ونستنتج الكفاية من حقيقة أنه إذا كان ل و 8 الرتبة ۶ نفسها فيمكن تحويل كل منها 
إلى الصيغة القانونية (40.10) نفسهاء ومن تم إحداهما إلى الأخرى. وذلك بوساطة 
تحويلات غير شاذة . 

توضيح : نستخدم طريقة لاجرانج (ع8مهرعم1) لرد الصيغة التربيعية في الفقرة 
السابقة إلى الصيغة القانونية : 

fa) sS z1 — 22a + Zia 


(40.11( ودر - 22 + صر - 


HF TaD, — Drag - 2.‏ 
هنا 1- = ت » لذا تصبح المعادلة (40.2): 


2x + 2 Ef (x: ×)‏ ب f(x) = - OR‏ 
رو ×4 - وکر ×4 - ر×6 = (و× ,ي2) ,1 
ع 5 8 1 
وبصورة مشابهة و - 4x)”‏ =6( 6 = (و× ,ي*) رار » بحيث نجد 
8 1 5 
و د Em‏ + ”× + ر×2 - ×=) ¬= («)رء وإذا كتبنا: 
ونه + ,2 - رتو = Jı‏ 


6r — 47, )40.12(‏ و 


J = Fa, 


1o1 


فنجد تحویاد غير شاذ يتحول بوساطته )إلى الصيغة القانونية 


ty: ~ (40.13)‏ + ل 


ملاحظة 

ينبغي تحذير الطالب من أنه إذا كانت 4 مصفوفة الصيغة في (40.11) » 
© مصفوفة التحويل في (40.12) » و( .> ,1 -) ماق سر الصبيخة 
القانونية في (40.13) » فليس صحيحًا عندئذ أن 2 =6 عافد يل لمن 
النظرية (78 - .)١‏ وسبب ذلك هو أنه في (40.12) عبرنا عن المتغيّررات الجديدة بدلالة 
القديمة وليس القديمة بدلالة الجديدة كا تنص عليه النظرية 
.)١-۳۸(‏ وعلى أية حال» فمن السهل التحقق أن 4 = 26 ©6. 


١‏ - تحليل الصيغة التريعية إلى عوامل 
تعريف 

نقول إن صيغة تربيعية ره ل = (ذ) #معاملاتها في حقل”. » قابلة للتحليل 
إلى عوامل إذا استطعنا التعبير عنها كجداء صيغتين خطيتين معاملاتب] في۶. أو في توسيع 
للحقلك3 . 

قلقم اا ال 
f) = 2 - 322 - 2 — SR FO FSF, (41.1)‏ 
قابلة للتحليل إلى عوامل. وفى الكشيقةسن اليل اسمن أن 

دقاح ريز - ببو) Fa‏ =0 

ونبرهن الآن النظرية : 
نظرية )١-4١(‏ 

تكون صيغة تربيعية قابلة للتحليل إلى عوامل إذاء وفقط إذاء لم تكن رتبة 
الصيغة أكبر من 2. 


نفرض أولاً أن الصيغة قابلة للتحليل إلى عوامل بحيث إن 


e‏ مكل ال نة الستدات اقات 


f (x) = (Cx, + Cx + ... + C,X,) (dx, + dx + ... + LE )41.2(‏ 
فتنشأً حالتان : 
حالة 1: العاملان متناسبان . وعندئذ يمكن كتابة (41.2) على الشكل : 
(0 #2 #) ,“تع + ...+ f() =k (cx + ex‏ 
وإذا لم تكن ,ءفي هذه المعادلة الأخيرة مساوية للصفرء نقوم بالتحويل غير الشاذ 
=x, (#D‏ بير 
ا FCF, F‏ ...ل CXF CK‏ = إلا 
وتحت هذا التحويل يصبح (*)/على الشكل 627 » ومن الواضح أن رتبة هذه الصيغة 
هي الواحد . وبالتالي فإن رتبة الصيغة الأصلية هي الواحد وفقًا للنظرية (4/-؟). 


حالة 11: العاملان الخطيان غير متناسبين. وهذا يعنى أن واحدًا على الأقل من 
المحدّدات من المرتبة الثانية للمصفوفة : 


: Î E E f e 
3 we dê عم‎ Û e 


يختلف عن الصفر. وإذا كان 


فنطيّق التحويل غير الشاذ 


Yé = Ti, ) £ k, û م‎ D) 

Oz, PF °°° Fea °°° Fert PF °°° PF Cats‏ = و 

Y= dat o F da F o FF day FF ° FF Ban. 

ويصبح (×) تحت هذا التحويل ,س روهو من الرتبة 2. أي أن (») من الرتبة 2. 

وعلى العكس» لتكن (2) f‏ صيغة تربيعية رتبتها واحد أو اثنان ومعاملاتها من 
حقل”. . فيمكننا عندئذء بالاستناد إلى النظرية (40.1) » إيجاد تحويل غير شاذ 
معاملاته من2. وبحيث يتحول / إلى س أو إلى ڈررء + وء وذلك في الحالتين 
المذكورتين, على الترتيب. ويمكن تحليل كل من الصيغتين إلى عوامل علا بأن 


العبيغ التربيئؤة فلو 


معاملات العوامل في الحالة الأخيرة لا تقع بالضرورة في. . وإذا كان 
dx N)‏ لله > بل 
هو التحويل الذي تتحول بوساطته الصيغ الأخيرة إلى (×) فمن الواضح أن المعاملات 
.4 هي عناصر من » بحيث نجد في حالة كون رتبة الصيغة مساوية للواحد: 
FA‏ ...عل نيا رز 
وبذلك لا نكون قد برهنا النظرية (41 )١-‏ فحسب وإنما أيضًا النظرية التالية : 


نظرية 4١(‏ -1) 
عنصر منج في مربع صيغة خطية معاملاتها من . 


توضيح : من الواضح أن رتبة الصيغة : 
4xız + Oz‏ — 227 = (2)/ 
4r, + 821 - 1272‏ — 
127z + 182‏ - ,022 + 
التي تقع معاملاتها في حقل الأعداد المركبة» هي الواحد. وباستخدام طريقة لاجرانج 
)Lagrange)‏ نجد : 


1) 2% 32z, — 4z + Oz) = 0, 


أي أن )”هو جداء عدد مركب في مريّع صيغة خطية معاملاتها مركبة . وقد نلاحظ 
عند هذه النقطة فرقًا بين الصيغة ثنائية ا خطية والصيغة التربيعية » ونقصد أنه بينه| تكون 
الأولى قابلة للتحليل إلى عوامل فقط عندما تكون رتبتها مساوية للواحدء. فإن الثانية 
تقبل التحليل إلى عوامل إذا كانت رتبتها واحدًا أو اثنين. وعلى أي حال» فبينما يكون 
لكل من الصيغة ثنائيّة الخطية أو الصيغة التربيعية ذات الرتبة 1 والتي معاملاتها من 
عوامل خطية معاملاتها من. أيضًاء فليس من الضروري أن يكون لصيغة تربيعية 
رتبتها 2 ومعاملاتها من عوامل خطية معاملاتها من ٠‏ مثلاً الصيغة 2د + ع 
بمعامللات حقيقية . 


انس کار 


الخ 
الشر ية الحفسقجمة 


۲ - مقدمة 
سندرس في هذا الفصل الصيغ التربيعية التي تكون معاملاتها أعدادًا حقيقية. 
وتحت تحويلات حقيقية بدورها. وسنشير إلى مثل هذه الصيغ بالصيغ التربيعية 
الحقيقية. وهي الصيغ ذات الأهمية الرئيسة في ال هندسة التحليلية ؛ في نظرية النهايات 
العظمى والصغرى للدوال بأكثر من متغير واحد» في الإحصاء» وفي مواضيع أخرى 


4 - قانون سيلفستر*» (ءtءه۷ار)‏ للقصور الذاتي (العطالة) 

لنعتبر الآن صيغة تربيعية حقيقية ره < = () #رتبتها + . فوفمًا للنظرية 

)١- :0(‏ يمكن إيجاد تحويل حقيقي غير شاذ يختزل / إلى الصيغة القانونية : 
ره ...+ قرع + قرع 

عي المعاملات » أعداد حقيقية: جميعها تختلف عن الصفر. وقد رأينا أن الصيغة 
القانونية ليست وحيدة» وبالطبع فإن التحويل الذي ننقل بوساطته / إلى الصيغة 
القانونية ليس وحيدًا. وعلى أي حال» فإنه طالما اقتصرنا على صيغة تربيعية حقيقية 
تحت تحويلات حقيقية » فإن عدد المعاملات الموجبة في الصيغة القانونية سيبقى وحيدًا . 
وبُعرف هذه النظرية بقانون القصور الذاتي. 


James Joseph Sylvester, (1814 - 1897). )#( 


\oo 
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نظرية ("4 - )١‏ قانون القصور الذاتي 
إذا حولنا صيغة تربيعية حقيقية ودره < = (:) /بوساطة تحويلين حقيقيين إلى 
صيغتين قانونيتين متميّزتين 
(43.1( اها = °°° = eel e‏ — وخ lel yî F °°° ¥ lel‏ 
ي 
[kl e? )43.2(‏ — °°° — مي [oul‏ — يت kil 2î + °°° + kyl‏ 
فإن عدد ا معاملات ا موجبة في (43.1) يساوي عدد ال معاملات الموجبة في (43.2). 


وقد أشرنا ب س و م لعدد المعاملات الموجبة في (43.1) و (43.2) على الترتيب . 
وقصدُنا هو البرهان على أن م = نر . إذا كان م < بر فإن الفرض م < بم هو مسألة رموز 
فقط. 


وبا أنه توجد تحويلات غير شاذة تحوّل / إلى (43.1) و (43.2) » على الترتيب» 
فهناك تحويلات غير شاذة تعيد الأخيرة هذه إلى / . دعنا نرمز لهذه التحويلات ب: 


Yh = dt عل‎ °° + daî. 2 = Cî, F °°° + enn 


Yu = duz + ٠00 + dns 2, = e + °°° + en )43.3( 


والمقادير 4 وء هي أعداد حقيقية بحيث إن 0 ± |2| » ±0 |۴| . ومن (43.1) و (43.2) 
لدينا عندئذ المطابقة 
dya.)‏ 2( ادحا d=‏ م dz)? + ... + [el‏ ادرف اما 


7 إا جوع حم‎ E dirz)" 43.4 
kıl (E eri)" E اءة|‎ ©2 ei) : : , 
- اا‎ 2 e,1.) = l.l (2 “عر‎ 


وبا أن كلا من العبارتين يساوي (۸) . فلنعتبر الآن مجموعة م + مم - ”من المعادلات 
المتجانسة الخطية 


الضيع ازيم الحقيعية نا 


2 = eî لل °°° عل‎ e, = 1 


0 = تیر + ۰۰۰١‏ عل رر = و2 
ا °° عل Yara = dri Tı‏ 


)43.5( 


وبما أن o‏ < س فلدينا ۸ > (م - س) ¬ من المعادللاات» بحيث يوجد حل حقيقي 
(0,... ,0 ,0) #6 (, ,... ورك ,رق ). وبتعديل هذه القيم في (43.4) من أجل المقادير ×نجد» 
باعتبار أن هذه الأخيرة مطابقة, 

lel 03 dit)" + ° + اها‎ (2 drt)" 

- [keel 2 ")ر 1+م€‎ 2550 l%,| (27 ert)". 
وكل حد في الطرف الأيسر من هذه المعادلة موجب أو صفر» بینا كل حد من‎ 
الطرف الأيمن سالب أو صفر. وبالتالي فإن (34.6) تصح فقط إذا كان كل حد مساو‎ 

للصفر على حدة» أي 


(43.6) 


dunk HF ٠٠ + dink = 0 


TENTES a ee ere (43.7) 
dut + °°° + رك‎ = 0. 


وهذه العلاقات, وعددهاء » بالإضافة إلى كون المقادير م تحقق المعادلات 
مرحو فيال (43.5) تبينٌ أن لنظام المعادلات الخطية المتجانسة ال , 


24 0  )- 1,2, ...( 


حال غير الحل التافه (0 ,... ,0 ,0). وبما أن ±0 إر4| = |2| فإن هذه النتيجة مستحيلة 
وبالتالي فإنم = م وهو المطلوب . 

وغالبًا ما يدعى عدد المعاملات الموجبة في الصيغة القانونية دليل القصور الذاتي 
للصيغة أو فقط دليل الصيغة. 

ولدينا الآن النظرية : 
نظرية ٤۳(‏ -7) 

يمكن اختزال صيغة تربيعية حقيقية رتبتها ‏ ودليلها مم » بوساطة تحويل حقيقي 
غير شاذء إلى الصيغة القانونية . 
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(43.8) ا 6 = س تييع ا ي 


وفي ا حقيقة كل ما نضطر لعمله ه وأن نطبق على ا متغيرات في (43.1) التحويل ا حقيقي 


Veli, C= 1,2, °,‏ د بع 
و هه ;1 عام د ق) yi‏ = 4 


تعريف 

يقال إن صيغتين تربيعيتين ده لله = (:) رو ,برط < = (ر) :/في كل منہا ۸ 
من المتغبرات» متكافئتان تحت التحويلات الحقيقية » أو إنهها متكافتنان حقيقيّاء إذا 
كان يوجد نحويل حقيقي غير شاذ ره < = ,»يحول /إلى ۸ . ومن الواضح أن التحويل 
ا معاكس يحول / إلى ۶ . 

ولصيغتين تربيعيتين متكافئتين حقيقيًا و ۸ الدليل نفسه . ذلك لأنه إذا كان 8 
تحويلا حقيقيًا غير شاذ ينقل / إلى ۸ وإذا کان 7 ٠‏ تحويلا حقيقيًا غير شاذ ينقل ۸ إلى 
الصيغة القانونية (43.8) » فإن التحويل الحقيقي غير الشاذ 57 ينقل / إلى (43.8). 
وبالتالي فإن ل روء الذليل م نفسه. 

ونعبرعن هذا بالنظرية الثالية : 


نظرية ٤۳(‏ -۳) 
لا يتغير دليل صيغة تربيعية حقيقية تحت حويلات حقيقية غير شاذة . 
ويمكننا أن نعرض الآن النظرية : 


نظريّة ٤۳(‏ - 4) 
الشرط اللازم والكاي لتكون صيغتان تربيعيتان حقيقيتان ,چ < = (دار 


و تدرط 2 = () ۸» كل مہا ب « من المتغيّرات متكافتتين حقيقيًا هو أن يكون 
للصيغتين الرتبة نفسها والدليل نفسه . 


تنتج ضرورة الشرط من حقيقة أن الرتبة والدليل لا يتغيران تحت تحويلات 
حقيقية غير شاذة . (نتيجة ۲-۳۸ ونظرية ٤۳‏ -7) . أما كفاية الشرط فتنتج من حقيقة 
أنه إذا كان ل و۸ الرتبة ” نفسها والدليل سم نفسه» فيمكن تحويل كل منهما إلى الصيغة 


الصيغ التربيعيّة الحقيقيّة 1۹ 


القانونية (43.8) نفسها. 

ونعبر أحيانًا عن النتائج المعروضة في النظرية (48 - 4) بقولنا: إنه من أجل 
صيغة تربيعية حقيقة ب امن المتخيرات» يشكل الدليل والرتبة مجموعة تامة من 
اللامتغئرات تحت التحويلات الحقيقية . 

4 - تحديد الدليل 

تعلمنافي الفقرة ۳۹ أنه إذا كانت يه ,... ,ره ,»هي الجذور المميزة 
تاناس ماخ ف ي ا هة قل ية اة 
به < = (») /بوساطة تحويل حقيقي متعامد إلى الصيغة القانونية 

aî + لر‎ + 5 a 
وبالتالي فإن الرتبة ل /رهي تماما عدد الجذور التي لا تساوي الصفر والدليل‎ 
: 4 م هو بدقة عدد الجذور الموجبة للمعادلة المميزة ل‎ 
4-AN = ("+o (=1) TF... =0, _ +6, =0 

وبما أن جميع جذور هذه المعادلة هي وفقًا للنتيجة (5 - )١7‏ حقيقية » فإن 
عدد الجذور الموجبة معطى تمامًا بقاعدة ديكارت للإشارات*». ومنه نجد النظرية 
التالية : 


نظرية )١- ٤٤(‏ 
إذا كانت () [صيغة تربيعية حقيقية للمصفوفة 4 » فإن دليل القصور 
الذاتي بم للصيغة هو بدقة عدد تغيرات الاشارة في الدالة المميزة |۸1 - 4| 

للمصفوفة 4 . 


توضيح : إذا كانت (*) /و (۸) ۾ صيغتين تربيعيتين مصفوفتاهما: 


4 2 -2 2 4 2 
A= 23 4 B= 4 2 2 
-2 4 -8 ~2 2 -1 


Dickson, First Course in the Therory of Equations, (New York, 1922), Ex. ا‎ J (#) 
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على الترتيب. فحدّد ما إذا كانت / و ۾ متكافئتين حقيقنًا حقيقيًا أم لا. 

حل : نجد بسهولة أن الدالتين المميّزتين ل 4 وه هما 
(44.1) ,10 - 60۸ + 332 - ۸3 - = |۸1 = 4| 
|B - 11| = — ۸3 + 322 + 242+ 28. (44.2)‏ 
تقدم الدالة (44.1) تغييرين في الإشارة بحيث يكون دليل (٭) f‏ هو 2 . في حين 
تقدم الدالة (44.2) تغيراً واحدًا فقط في اشارا بحيث إن دليل (×) م هو اتا 
وبالتالي فإن الصيغتين غير متكافثتين حقيقيًا. وعلى أي حال» فإن لهاتين الصيغتين 
الرتية نفبيهاء ٠»‏ أي أا متكافتتان تحت تحويل مركب غير شاذ. 

وستعطى طريقة أبسط لتحديد دليل الصيغة في الفقرة 48 . 

0 - توقيع صيغة تر بيعية 

لتكن (5)/ صيخة تربيعية حقيقية رتبتها + ب « من المتغيّرات. إذا كان بم دليل 
الصيغة» فقد وجدنا في الفقرة 47 أن و سم تشكل مجموعة تامة من لامتغيرات هذه 
الصيغة تحت تحويلات حقيقية . وقد أدخل سيلفستر )Sy1vestِer(‏ لامتغيراً آخره دعاه 
توقيع الصيغة . إذا كان + عدد المعامللات السالبة في الصيغة القانونية (8 .43) فقد عرف 
سيلفستر (467و5(917) الفرق 


v=o (45.1)‏ 
بأنه توقيع الصيغة ()۶ . وبا أن 
(45.2) مد ¥+ 


فمن الواضح أن + و0 تحدد بصورة وحيدة وتتحدد ب مرو“ أو ب سروح . وبالتالي 
فإن وه هي مجموعة تامة من لامتغيرات (») ۶ تحت تحويلات حقيقية . ويمكئنا عندئذ 
إعادة عرض النظرية (47 - 5) كما يلي : 


نظرية (45 )١-‏ 
الشرط اللازم والكافي لتكون سو تربيعيتان حقيقيتان (<) / و (<) ع » كل 
منهيا ب «من المتغيرات متكافئتين حقيقيا هو أن يكون للصيغتين الرتبة نفسها والتوقيع 
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5؛ - الصيغ المحدّدة وغير المحدّدة 

تعريف 

نقصد بصيغة تربيعية غير حلدّدة صيغة حقيقية تحتوي صيغتها القانونية على 
معاملات سالبة ومعاملات موجبة » وهذا يعني بدلالة الدليل سر والرتبة + أن الصيغة 
التربيعية تكون غير حدّدة شريطة أن يكون + > مر > 1. وإذا کان - سر (0 = مر) فنقول 
إن الصيغة محدّدة موجبة (سالبة) أو نصف عحدّدة موجبة (سالبة) وفمًا ما إذا كان =۶ 
أو م >م . 

ومن الواضح أنه إذا كانت موجبة نصف محدّدة أو موجبة محدّدة فعندئذ تكون 
سال تفت عددة او سالة مخددة. 


نظرية (45 )١-‏ 
تكون الصيغة التربيعية غير ا محدّدة (+) [موجبة من أجل بعض القيم ا حقيقية 
للمتغيّرات وسالبة من أجل قيم أخرى. وتكون الصيغة نصف المحدّدة ا موجبة 
(السالبة) غير سالبة (غير موجبة) من أجل جيع القيم ا حقيقية للمتغيرات» وفي حالة 

الصيغة ا محدّدة تقوم ا مساواة فقط إذا كانت كل المتغيرات مساوية للصفر. 
ليكن 
dnt‏ عل °°° عل doz‏ = رز 


)46.1( 0 عد dz + ٠٠١ + da.  |D| = |[d,|‏ = ملا 


التحويل ا حقيقي غير الشاذ الذي تتحول بوساطته الصيغة القانونية إلى الصيغة 
المعطاة . ولنفرض أولا أن الصيغة المعطاة غير محدّدة ودليلها ير (” > مر > 1). فتكون 


الصيغة القانونية عندئذ: 
(46.2) الإصيحي الوح وي 


لنرمز الآن ب ري للعامل المرافق ل ر4 في |2| » ولنخصّص للمتغيرات × القيم 


با مدخل إلى نظرية المحدّدات والمضفوفات 


وري .... بور .)٤‏ فعندئذ وبالاستناد إلى (46.1) نجد أن |2| = رر» (1 6 0 = بر 
وهكذا تفترض (46.2) القيمة 0 < ”|2| . وإذا خصصنا الآن للمتغيّرات »× القيم 
لمر :... ديري ) فمن (46.1) نجد أن |2 | = ,بر. ( #) 0= ,برء وبالتالي تفترض 
(46.2) القيمة 0 > ”|2| - 

وفي حالة كون (») #موجبة نصف محدّدة أو محدّدة = س أي أن جميع 
المعاملات في (46.2) موجبة» وباعتبار أن كلا من العبارات 4 2هي عبارة حقيقية, 
فتكون 0< (2)/. وأخيراً إذا كانت (×) f‏ موجبة دة أي أن ۸= =r‏ س فإن 
0 > ()/إذاء وفقط إذاء كان كل (۸,... ,1,2 > )0 - ,ر . وبالتالي 

Zad; =0 -غ)‎ 1,2, 0 

وبها أن 0 |2| فإن هذه العلاقات تتحقق إذاء وفقط إذاء كانت جميع المقادير ×مساوية 


اا 


تعريف 
تدعى الصفوفة المتناظرة ا حقيقية 4 مصفوفة غير حدّدة أو (نصف) تحدّدة وفهًا 
لا إذا كانت الصيغة التربيعية ا موافقة X4‏ = () غير محدّدة أو (نصف) محدّدة. 


نظرية (55 -؟7) 

إذا كانت © أي مصفوفة حقيقية غير شاذة فإن ©" هي » عندئذ» مصفوفة 
حدّدة موجبة» وعلى العكس» يمكن التعبير عن كل مصفوفة حدّدة موجبة 4 على 
شكل جداء من هذا القبيل . 

ذلك لآق المسيعدة 2 + قدي تن انلق مسق وها هن 
بوضوح صيغة محدّدة موجبة. وإذا طبّقنا الآن غل المتخيرات # رياد ستقيتيًا 
مصفوفته ١‏ فإن الصيغة الناتجة التي مصفوفتها ©"© = 1٥‏ » هي أيضًا 
خحدّدة موجبة . 

وعلى العكس. إذا كانت 4 محدّدة موجبة فيمكننا إيجاد مصفوفة حقيقية 
غير شاذة 0 بحيث إن 1 = 0'42 . وإذا أخذنا ' 27 ٥=‏ فلدينا © "© -0"10 = 4 , 


وبعد هذا نيرهن : 


البيغ الرس المقيشة 1 


نظرية (5؛ -۳) 

يمكن التعبير عن كل مصفوفة موجبة نصف - حددة 4 رتبتها « على الشكل 
€ » حيث © مصفوفة حقيقية مربعة 7<“ ۸ رتبتها 7 . وعلى العكس» إذا كانت 
© أي مصفوفة حقيقية مربعة « × « رتبتها ١‏ » فعندئذ تكون ©) موجبة نصف 


حدّدة رئيتها ۶ . 
إذا كانت (×) f‏ صيغة تربيعية مصفوفتها 4 » فإن مصفوفة الصيغة القانونية هى 
TF 0‏ 
N= [¢ $]‏ 


وبالتالي توجد مصفوفة حقيقية غير شاذة 8 بحيث يكون 4 = 8'۸8 . ومن 
الواضح بالتجربة أن ۸ = ۸ . وأيضًا "۸ = ۷ ما يسمح لنا بكتابة 
A = B'NB = B'N.NB = B'N'.NB = C'C,‏ 
حيث رتبة ٤ = N8‏ هی ۲ . 


وعلى العكس. لتكن © أي مصفوفة حقيقية مربعة ۸ × ۸ رتبتها + . فتكون 
عندئذ المصفوفة ٥'٤‏ = 4 مصفوفة حقيقية متناظرة رتبتها ۲ > 5. لتكن الصيغة المختزلة 


لم هى 
0 0 € 
N= | 0 € 0|, «= 41‏ 
0 0 0 


فتوجد عندئذ مصفوفة حقيقية غير شاذة 0 بحيث إن 
١.‏ - © . 0'0 = 040 
لتكن 8 = 02 » فيتضح من العلاقة ۸ = 8'8 أن 
j>.‏ ,0=( 2, : 0 ,1,2 = بع =2 
ويتضح بالتالي» وباعتبار أن المقادير 5 حقيقية » أنه لا يمكن أن يكون أي من المقادير 
,© مساويًا ل 1 - مما يجعل N‏ » وبالتالي 4 . نصف ‏ محدّدة موجبة . وهو المطلوب . 


٤‏ مدخل إلى نظرية المحددات والمصفوقات 


نظرية (45 -4) 

كل حدّد مصغ رأساسي لصفوفة 4 موجبة نصف -عدّدة أكب رأو يساوي الصف 
حيث تصحٌ ا متراجحة إذا كانت 4 حدّدة . 

نعلم بالاستناد إلى النظرية ceil «(r- ٤١(‏ = 4 » حيث © حقيقية . لنرمز 
ب 4 للمحدّد المصغر الأساسي الذي يحري صفًا ويقبع في الأعمدة وأ و1 
والصفوف ذات الأرقام نفسها من 4 .وا انك شا عي السفرقة بع :ده الراقة 
من الأعمدة ,, 5 عي يراعن د فتعلم يمن النظرية (4 - )١‏ أن 4 هو مجموع مربعات 
عم تناع يال TT E‏ الصفر. وفضلا عن ذلك 


فإن 0 = 4 فقط إذا كانت جميع محدّدات ١‏ التي تحوي :” صما مساوية للصفرء ولا 
يمكن حدوث هذا إذا انت © غير شافة. 


وعلى العكس» إذا كان كل محدّد مصغر أساسي من 4 أكبر أو يساوي الصفرء 
فيجب أن تكون 4 موجبة نصف محدّدة . ذلك لأن كلا من المعاملات ره في دالة 4م 
ا 
Z ("oy‏ |1 ١ذ-‏ ها 
يكون أكبر أو يساوي الصفر» بحيث لا يمكن أن يكون ل 0= |۸1- 4| جذر سالب. 
وعندما تصح المتراجحة. يكون لدينا بشكل خاص 0 < |4| = ره وبالتالي لا يمكن 
أيضًا أن يكون للمعادلة جذر مساو للصفر. 


نظرية (45 -ه) 

الشرط اللازم والكافي لتكون الصيغة التربيعية ا حقيقية 4¥ موجبة حدّدة 
(نصف - تحدّدة) ه وأن يكون كل عدد مصغرء أساسي من ا مصفوفة 4 أكير من الصفر 
(أكب رأو يساوي الصفر) . 


تمارين 
اختزل سي لاجرانج کلا من الصيغ التربيعية التي نذكر مصفوفاتها 
فبواايل إلى عبارة لا رى إلا حدوة ام ب 
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0 -2 0 
4 0 0 2 4 ga 
:0ه‎ (٤ ١ ات‎ ٤ 
3 کت‎ @ -2 -2 1 
ê (Û 1 F 3 0 3 2 
1 8 U 2 6 0 ( 
2 & 60: 1 2 1 0 
8 2 45 5 


حلّل إلى عوامل خخطية ما يقبل التحليل من الصيغ التربيعية التالية: 
¥( دنر - 7×2 + ر3 - 62 + ر + 22 
م ) 2ر8 + 8xy + 10x2‏ + 322 + ?ر4 + 34 
6y 04‏ - 12×2 + ر×4 - شوو + ر + 2ر4 
۰( 2320 - سر8 + 2y‏ - م10 + 11x2‏ - بورك + س12 + 52 + 2x?‏ 
(١‏ س42 ¬ ×12 - 6z‏ + تن + نر + 2ر9 


)١١‏ إذا كانت ××24 = (») م صيغة تربيعية مصفوفتها 4 » ورمزنا ب ره للعامل 


JT j 
المرافق ل ,ره في عبارة |4| . فتدعى الصيغة التربيعية بره < = (») ۴ الصيغة‎ 


القرينة ل 0) / . بين أنه إذا كانت رتبة 4 هي 2-1 فعندئذ تكون () 7 مريّع 
دالة خطّية في المقادير » . 


/اغ - صيغ نظامية (Regular)‏ 
لتكن 4 مصفوفة متناظرة رتبتها ‏ وعناصرها من حقل2. وليكن 


Po =1, PDP = An, 7P = 4 د‎ 1 
كنا‎ Gy» )47.1( 
نك‎ 6 
Pem | مم . 9 ممه لمعنه‎ = |4|. 
(a: 6 


555 مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


أي أن ,مترمز لمحدّد المصفوفة المصغرة الأساسية الذي يحوي عفنا الواقعة في الزاوية 
العليا اليسرى من 4 . إذا كان 0 ,م . ولم ينعدم أي مقدارين متتاليين من المتتالية 
,.... .رض روضء فنقول إن المصفوفة 4 مرتبة بصورة نظامية وإن الصيغة التربيعية الموافقة 
×4× هي صيغة نظامية . 

وسنبرهن النظرية : 
نظرية )١- ٤۷(‏ 

إذا كانت 4 أي مصفوفة متناظرة رتبتها ۲ وعناصرها من حقل فيمكننا دا 
إجراء مبادلات بين الصفوف وا مبادلات نفسها بين الأعمدة» بحيث نحفظ تناظر 
ا مصفوفة » وبحيث تكون ا مصفوفة الناتجة مرتبة بصورة نظامية . 

ونبرهن أولاً التمهيدية التالية : 
تمهيدية ٤۷(‏ - ؟) 

كل مصفوفة متناظرة 4 رتبتها ‏ تحوي على الأقل نحدّدًا مصغرًا أساسيًا واحدًا غير 
منعدم من ا مرتبة 7 . 


لبرهان هذا نأخذ محدّدًا مصغرًا رتبته + ويقع في الأعمدة ,أ ,... برذ ,رمن 4 . 
ولنحرّك هذه الأعمدة في اتجاه الأعمدة التي تقع أمامها حتى نصل بها إلى المواقع ال , 
الأولى . وبعد إجراء المبادلات نفسها بالنسبة للصفوف نحصل عل حدّد غير منحدم 

من المرتبة ” واقع في الأعمدة أك الال وهذه الأخيرة تكون عندئذ مستقلة خطيّاء 
في حين يمكن التعبير عن كل من الأعمدة ال« الباقية كتركيب خطي فيها . وبطرح 
مضاعفات مناسبة للأعمدة ال الأولى من كل من الأعمدة ال - ” الباقية نجعل 
هذه الأعمدة الأخيرة مساوية للصفر. وبإنجاز العملية نفسها بالنسبة للصفوف نختزل 
الصفوف ال + - + الأخيرة إلى الصفر. وتكون المصفوفة الناتجة من الشكل : 


a di, 10 0 
a ييه‎ 0 
0 0 10 0 
0 0 ١0 ٠0 
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وبا أن رتبة هذه المصفوفة هي + » فلا بد أنه يكون المحدّد الذي يحوي ء صفًاء والواقع 
في الزاوية العليا اليسرى» تلا عن الصفرء وهذا بوضوح محدّد مصغر أساسي من 
4 . 

وبعد ذلك نيرهن التمهيدية التالية : 
تمهيدية  47(‏ ”) 

إذا كانت 4 مصفوفة متناظرة غير شاذة من الرتبة « » فيمكن إخضاع صفوف 
4 إلى مبادلات» وإخضاع الأعمدة إلى ا مبادلات نفسهاء بحيث نحفظ تناظر 
ا مصفوفة » وبطريقة لا يكون كل من , _,#و ر _ ,#مساويًا للصفر. 


من الواضح أن العبارة صحيحة من أجل مصفوفة غير شاذة من المرتبة 1 أو 
المرتبة 2 » باعتبار أن 1 = رم في كل من الحالتين. لتكن 4 الآن من مرتبة ما #۸ . 
إذا كان 0 عتير» فلدينا 0 , _ ,۶ وإذا كان 0 = ي» إل أن 0 غه » فإننا نحرّك 
الصف : والعمود : فوق الصفوف والأعمدة التي تليها ونضعها في الموضع الأخير. وني 
المصفوفة الجديدة لدينا ۶0 ي» = ,م . 

لنفرض الآن أن كل 0 = » . فعندئذ تكون إحدى العناصر 0 = »على 
الأقل (1- .... ,2 ,1= ) غير مساوية للصفر باعتبار أن 4 غير شاذة . لنحرك 
الآن الصف ن فوق الصفوف ال 1-: - التي تليه مباشرة بحيث نضعه في الموضع 
.)١ -1(‏ لنقم بالشيء نفسه بالنسبة للأعمدة. وعندئذ تكون £0 , , _ ,»في المصفوفة 
الجديدة. ومن النتيجة ١/(‏ - 4) لدينا: 


|n-1,a-1 مم6‎ 


= 2-2 


da.n-1 dan 


وبا أن 9= E TT, N‏ و ۽ بے فلدينا: 


Pia مودت‎ ED 5 )47.2( 


(*) من الواضح أن هذه العلاقة تصح أيضًا في الحالة التي يكون فيها 0 = به » 0*-,.-ي» » 
ولكننا سنتفق في هذه الحالة على مبادلة الصفين الأخيرين والعمودين الأخيرين من 4 وبحيث 
يكون ۶0 , _,,.._,ره - _ رفي المصفوفة الجديدة . 


۱۸ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
وهو المطلوب . ولكن لديناء أكتر هع للك النتيجة التالية : 


)4 - ٤۷( نتيجة‎ 

إذا كانت 4 مصفوفة حقيقية متناظرة وكان 0 #6 ,زر _ ,2و 0 - ,_ ,م » فعندئذ 
يكون ل ر _ ,رو م إشارتان متعاكستان . 

کو ق مواقم تيع منهبرجاة ا 0 1 . فبا أن رتبة 4 هي 
” فهي تحوي» وفقًا للتمهيدية ٤۷(‏ - ؟)» عحدّدًا مصغرًا أساسيًا واحدًا على الأقل غير 
منسدم ويخوي #اضقاء وبإزاحة مناسبة للضقوفة والأغمدة يمككن ليه إلى الزاوية 
اليسرى العليا من 4 . وعندئذ يكون لدينا 0 + ,م . وبالاستناد إلى التمهيدية 
٤۷(‏ - ") يمكننا الآن القيام بانسحابات فيا بين الصفوف ال الأولى والأعمدة 
ال الأولى وبطريقة يكون فيها إما 0 , _ ,م أو 0 ر_,م . ويمكننا الاستمرار في هذه 
العملية حتى د تصبح المصفوفة الناتجة أخيرا مصفوفة مرتبة ة بانتظام . 


٨‏ - طريقة كر ونكر (Kronecker)‏ في الاختزال 
)Kronecke(‏ وسنشير إليها على أنها طريقة كرونكر. 


مهيدية ١ )١- ٤۸(‏ 
إذا كانت 4 الا = بره بل = () /رصيغة تربيعية معاملاتها من حقل. » 


1 


وإذا كان ۶0 بريه = ر_,مر» فيمكننا إيجاد تحويل غير شاذ معاملاته في37. ويحول (:)/ إلى 


(اما > يم) , E ap + P,P‏ 
وي ا حقيقة مثل هذا التحويل هو 
(8-1,... ,1,2 > غ) ليه + x = y,‏ 
(48.1) اوه حار 
إذا رمزنا ب 8 لمصفوفة التحويل (48.1) فينبغي أن يلاحظ الطالب أن الأعمدة 
ال 1 - » الأولى من 8 هي نفسها كما في المصفوفة 1 » بين يتألف العمود ”من 8 من 
العوامل المتممة لعناصر العمود #١‏ من 4 . ونرى في الحال أن ±0 » = |8| . وفضلاً 


الاريك اة 4 


لصة 
6 


عن ذلك» عند تشكيل الجداء 48 نجد أولاً باستخدام الخواص الأساسية 


للمحدّدات: 
0 0 0 1 
0 0 1 0 
355 6 = (ظلل)'8 = 8ق '8 
0 1 0 0 
ع nı n2 a‏ 
0 -م, dı‏ لك 
0 0-1-1 م0 
da,n-1 Pn‏ 0 
0 00-66 61 
ET es, ©‏ 


0 E 0 Dn-1Pn 


نبرهن الآن: 
تمهيدية (48 -1) 
إذا كانت 426 = ره 2 = («) [صيغة تربيعية معاملاتها من حقل » وكان 


0ت يلك E RO u‏ فيمكن إيجاد تحویل غير شاذ معاملاته من 
ويحول (٭) ۶ إلى 
g2) = 92 a22 + Dana-Pn(-ı - 2%) (Pp. = [ADD .‏ 


ونطيق أو التحويل التالي ومصفوفته © : 


ti = Yi FF ولابتنه حك :لمعنه‎ 4 =: 1, B3, r ۸ر‎ = 2( 
Ta-1 = ولام سوه‎ FF دسواه‎ na )48.2( 


I, = ولاو وه‎ FF Cann: 


إذا شكلنا الآن الجداء 4٥‏ أولاً ثم استخدمنا الخواص الأساسية للمحدّدات» فنحصل 
على المصفوفة التالية كمصفوفة الصيغة الجديدة بعد التحويل 


شنا مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


- 


C'AC = C'(AC) = 


Qan-ı Qan-2 *** Cg-2n-1 Cn=In-1 Onn-1 


1n d2n عد-ء 0 0-2 ای‎ dan (48.3) 
hı 01-5 0 0 
0-1 يمومه‎ 0 0 
da-ı1 aê J O 


45 NPE 2-مم0‎ 0 Pn 


6 Qın-a 0 0 
= | د-مة‎ da-2n-2 0 0 
0 0 0 Can-1Pn 


0 -* 0  هسيمصم‎ 0 


الصيغة الحديدة هى إذن: 
(48.4) 1 ءلاء 1م26 + ai:‏ 2 


وإذا طبّقنا الآن التحويل الإضافي: 
(2-2,... ,2 ,1 > ة) بج د yJ,‏ 
aT e (48.5)‏ 


وا ا 


نحصل على الصيغة (2) عا عرضناها في التمهيدية . 


ونحن الآن جاهزون لإعطاء طريقة كرونكر (7عاء6م10) لاختزال صيغة 
تربيعية 20416 = (») إلى عبارة تحوي حدودًا مربّعة فقط". لتكن 4 مصفوفة 


(*) مع أن الاختزال نفسه قابل للتطبيق على صيغة معاملاتها في أي حقل”. ميزه لا يساوي 2» 
فإن ال حالة الأكثر أهمية هي تلك التي يكون فيها *. حقيقيًا. ووفقًا لذلك فستقتصر مناقشتنا 


على هذه الحالة . 


الصيغ التربيعية الحقيقية 1۷۱ 


مربعة ۸ × ۸ رتبتها + وعناصرها أعداد حقيقية . وبإعادة ترقيم المتغيّرات» إذا 
كان ذلك ضروريّاء يمكن تحويل (») /إلى صيغة نظامية » أي أنه لا يوجد في المتتالية 
بر مر مح مو ورم و1 > ور 

حدَّان متتاليان منعدمان و0 + ,م . والأعمدة ال + الأولى في المصفوفة الجديدة 
ماقا ياء في حون يمن لقو خن كل من الأسمانة: اأ“ دالب ية 
(إذا كان + <”) كتركيب خطّي في الأعمدة ال ء الأولى. وهكذا إذا أضفنا إلى كل 
من الأعمدة ال م - « الأخيرة مضاعفات مناسبة للأعمدة ال : الأولى» وقمنا 
بالعمليات نفسها من أجل الصفوف. فإننا نحصل على صيغة غير شاذة فيها + من 
المتغيرات» ومصفوفتها هي المصغر + × ١‏ الواقع في الزاوية اليسرى العليا من 
4 . ومن السهل أن نرى أنه يمكن النظر إلى هذه العملية كتحويل حقيقي غير 
شاذ للمتغيرات» 217 = × » والمصفوفة 2 من الشكل 


1 Û أ‎ dı 7 
SARIS TO OS 
25 يال‎ ke eer 4. 
0 6 0) 1 0 
لا اماو‎ 
0 ۰<۰“ 01 0 1 


إذا كان 0 , _ ,م فإننا نستخدم التحويل المذكور في التمهيدية (48 - )١‏ لعزل 

حد مربّع واحد ٣م‏ _ ,2 » معامله موجب أو سالب وفقًا ما إذا كان الزوج من الحدود 
ات 2 

يمثل استمرارًا أو تغيراً في الإشارة . وعلى أي حال» إذا كان 0 - ,» = , _,م . فعندئذ 
وبالاستناد إلى النتيجة ٤۷(‏ - ”) يكون ل ر _ ,مو رمإشارتان مختلفتان. وإذا كان 
٠,0‏ _,» » فيمكن مبادلة .العمودين الأخيرين فيا بينبها والصفين الأخيرين فيا 
بيغ والحصول على , __مجديدة مختلفة عن الصفر. وبتطبيقين متتاليين للتمهيدية 
»)١ - ٤۸(‏ نعزل حدَّين مربّعين لما إشارتان مختلفتان. وعلى أي حال» إذا كان 
0= _,» فعندئذ 20 , _, ,» بالاستناد إلى (47.2) ونستخدم التمهيدية ٤۸(‏ -۲) 


1۷۲ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


لعزل حدّين مربعين لما أيضًا إشارتان متعاكستان. وبالإضافة إلى ذلك» نلاحظ 
باعتبار أن الحدّين _ ,مو ,ممن إشارتين متعاكستين » أن المتتالية الحزئية من ثلاثة حدود 
P,-2 (EJP;‏ 
تمثل بالضبط استمرارًا واحدًا وتغيرًا واحدًا في الإشارة» وذلك بصرف النظر عن الإشارة 
المنسوبة للحد المتلاشى ,_ رم . 
ويمكن الاستمرار بهذة الظريقة حتى تُكتب الصيغة التزبيعية المعطاة كعبارة 
تحوي حدودًا تربيعية فقط . وبالإضافة إلى ذلك فإن المناقشة تبي أنّنا برهنًا : 


قاعدة جاندلفينكر (Gundelfinger)‏ 
لتكن ×4× = () f‏ صيغة تربيعية نظامية رتبتها : ومعاملاتها حقيقية » ولنعرّف 


متتالية المقادير م كما يلى : 
1 612 611 و2 ريه = Pı‏ ,1= وم 
(48.6) 02 021 
Arı Lî‏ 
Dp, = |. eee.‏ 
arı 0,‏ 


[3)/ خضت )7 إلى صيغة قانونية باستخدام تحويلات حقيقية فإن عدد 
المعاملات الموجبة في الصيغة القانونية هي بالضبط عدد مرات استمرار الإشارة» وعدد 
المعاملات السالبة هو بالضبط عدد مرات تغير الإشارة في المتتالية (48.6) حيث يمكن 
اعتبار الحد المنعدم ك + أو - إلا أنه لا بد من عدَّه. 

ولدينا في الحال النتيجة : 


نتيجة (148 - ۳) 
الشرط اللازم والكافي لتكون الصيغة التربيعية ا حقيقية 1416 = (:) ۶ موجبة 
نصف - تحدّدة (عدّدة) ه وأن يكون كل حد في ال متنالية (48.6) موجبًا (و « -م) . 


الصيخ التربيعةة ال فة يفنا 


توضيح : لنعتبر الصيغتين التربيعيتين (*)/ و (×) ۾ للفقرة ٤٤‏ » ومصفوفتاهما 


8ه 4 2 6 ب 
B= 4 2 -2‏ 4 1 2 |ع- 4 
1 ه 2- 8- 4 2- 
فمن أجل هاتين الصيغتين نجد أن متواليتي المقادير مهما على الترتيب : 
;100— ,0 ;4 ,1 4 
B: 1, 2 =1, 28‏ 


وتقدّم المتتالية الأولى استمرارين وتغيراً واحدًا في الإشارة» أي أن الصيغة 
التربيعية تحوي معاملين موجبين ومعاملاً واحدًا سالبًا. إلا أن المتتالية الثانية تحوي 
استمرارًا واحدًا وتغيرين» أي أن للصيغة القانونية معاملا واحدًا موجبًا ومعاملين 
سالبين. وتتفق هاتان النتيجتان مع ما وجدناه في الفقرة 44 . 
تمارين 
)١١-١‏ في التمارين من ١‏ إلى ١١‏ في خباية الفقرة ٤٠‏ أعد ترقيم المتغيرات» عند 
الضرورة» بحيث تصبح الصيغة نظامية» وعندئذ حول الصيغة مستخدمًا 


) المطلوب نفسه في التهارين ١١ - ١‏ من أجل الصيغتين اللّتين مصفوفتاهما: 


2 * اب 3 2 1 
واقنت 1ح إت ;|6 4- 2 
و4 و 2 وت 9 3 


۴۳) إذا كانت ره ب = )١(‏ #صيغة تربيعية حقيقية فأوجد بدلالة و6 


الشرطين اللازمين والكافيين ليكون /قابلاً للتحليل إلى عوامل خطية حقيقية . 


7و1 مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوقات 


٤‏ إذا كانت (©) f‏ صيغة تربيعية حقيقية مصفوفتها 4 وكان ‏ أي عدد حقيقي 
موجب أكبر عدديًا من أي جذر مميّز سالب ل 4 . فبين أن الصيغة التربيعية 
ريغ +k‏ :م6 لل موجبة محدّدة. 


0 ٤ 
برهن أن الشرطين اللازمين والكافيين ليمكن التعبير عن الصيغة التربيعية‎ ٠ 
الحقيقية 22 + جدو2 + بردم 2 + 7ء + ”رط + ده على شكل جداء عاملين‎ 


خطيين حقيقين متميزيق ها الشرظان: 
a # 7‏ 
f +g + RF‏ < مهدع + 5ه وو hb f|=0‏ 
g 7 ©‏ 


5) لنفرض في متوالية المقادير م في (48.6) أن 0 > ,_,م = رو 0 2 ,ص_,م . بین 
أن ا الجرئية ,م ,0 ,0 ,و _ ,م تمثل تغيّرين واستمرارًا واحدًا في الإشارة أو تغب 
واحدا واستمرارين في الإشارة وذلك وفقا لما إذا كان , _,مو ,ممن الإشارة نفسها 
أو من إشارتين متعاكستين . 

۷ استخدم التمرين السابق لتحديد دليل المصفوفتين 


1 م رجه 4 


0 0 1 
0 2 3|, 1 هت با‎ 
i Sa 2 -2 83 

1 1 1 6 


تمق من النتيجة بإعادة ترتيب الصفوف والأعمدة في كل مصفوفة وتطبيق قاعدة 
جاندلفينكر .)Gundelfinger)‏ 
8) لترمز 4 و 8 لمصفوفتين مربعتين حقيقيتين متناظرتين» ولتكن 4 موجبة محدّدة . 
(ا) بين أن الجذور ,م .... ,وم ,رم للمعادلة 0 = |8 + 4| هي حميعًا حقيقية . 
زب ون يشا ا ومد مستقوفة ححقيقية ر شاة 8 میت إن 1= 80A‏ › 
R'BR = diag (0, Pa, -., P,)‏ , 


4 . تطبيق في مساقل النهايات العظمى:والضقرى 
لتكن (2 ,ر ») f‏ = ن دالة حقيقية في المتغيّرات المحتقلة التلاية م وى 2 : 


برشي او 1 0 a1‏ 
01 
o, (49.1)‏ ,0- لو ,0 - ون 


عند النقطة (م2 ,رل ,ر×) = ر۶ . ولنعتبر مصفوفة المشتقات من المرتبة الثانية حسوبة عند 
النقطة (ى2 رل .م : 
fw fae‏ عل 


Ho 1% fis fie (49.2) 
lee far لمع‎ 


ويُبرهن في الكتب المدرسية في الحساب المتقدم أنه : 
إذا كانت ,۸1 مصفوفة محدّدة موجبة» فإن ل /نهاية صغرى عند النقطة ,7 » 
إذا كانت ,7 مصفوفة محدّدة سالبة» فإن ل /نهاية عظمى عند النقطة ,7 » 
إذا كانت 1 مصفوفة غير محدّدة» غير شاذة أو شاذة» فليس ل لا نهاية عظمى 
ولا نهاية صغرى عند ,۲ » 
إذا كانت ,77 نصف محدّدة فإن الاختبار يفشل . 

ويمكن تطبيق القاغدة عل دالة (« ,)۶ -ه أو () f‏ = مه في متغيرين أو متغبر 
واحد على الترتيب» حيث نعدّل (49.1) بصورة مناسبة» وحيث نضع في الحالتين على 
الترتيب : 


Hs As أو‎ [= 9 15 )49.3( 


بدلا من المصفوفة و4 المذكورة آنمًا. 


توضيح : اختبر من أجل النهاية العظمى والصغرى الدالة 


(a> 0)‏ ر تر - بورم3 = f‏ 


51 


مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


لدينا 


1 


af , af 
كد‎ - 3x ¬- = 3y - 32 
3 3× - و “ر3‎ 3 ay 


بحيث إن 


علقت لقي : 
0 5 حم عنك ۸00 وغتد P, (a, a)‏ . 


مصفوفة المشتقات الجزئية من المرتبة الفانية هي [06 _ ل ] -8 . 


3 - 6y 


وعند النقطة (0 ,0) = م نجد أن المصفوفة [كذٌ ي ] = 4 غير محدّدة» وبالتالي 
فإنه ليس ل ه لا نهاية عظمى ولا نهاية صغرى عند (0 ,0). وفي (4 ,6) = ,5 لدينا 


يم 54 ] = 8 وهي محدّدة سالبة » وبالتالي فإن ل ه نهاية عظمى قيمتها ته = س 
عند النقطة (۾ ,۾). 
تمارين 
افحص كل دالة نما يلي من أجل النهاية العظمى والنباية الصغرى 
a = RAGED (١‏ 
6z ¬ 6y + 9. (۲‏ + ”يرق + 22y‏ + "2 = س 
w = Tz" + 10zy + y* + 6z — 6y ~1. ۳‏ 
ئ( .1+ 4y‏ ديرق - ”ر + w= 7 + zy‏ 
4y - 2y - 8z - 12y - 11 28‏ + چ = بن 
18y - 502 + 9. ٦‏ + م2 + 4y - 22 - 10y‏ + "ع + 5y”‏ + ے = س 
2y + 202 + 2ye + 22 - 12y + 8. (۷‏ - 2ج + 4r" + 5y"‏ = س 
4y - 22 + 8y2 + 2z - 24y + 822 + 16. (۸‏ + 17 - 2 + ”چ = س 
f. ۹‏ - لے - تو سس طا + جه = س 
4y + 5. (۰‏ س 8z‏ ”ر - 2y‏ + ثبع = برو 
١‏ .5 + ”يق - ے2 ر ل ے = ے2 


(۲ 


.1+ 8 - تيوك + “ر + "2 داع 


إليها : 
)2 
05 


2007 
(۸ 


الصيغ التربيعيّة الحقيقيّة NY‏ 


1۳( .7 - 8 + "4 + شن 2 
(٤‏ .3 - 4 + 4 + “ی2 + a“‏ داع 


فق أن لكل من الدوال التالية الغباية العظمى أو النهاية الصغرى التي تشير 


5 + ر9 - تيم - فير + تمرتر + فير = 2 [نهاية عظمى عند النقطة (0 ,0) ]. 

تروت ويح بورعه ويد کوک زنيانة عظمى عند النقطة (0,0) » صغرى عند 
ولط + . صغرى عند ( 1/3/2 -, 3/2/) + ]. 

(0 < 4) ,(ه حر + ») (ر - »ه) (× - ه) > [نهاية عظمى عند (26/3,24/3) ]. 
(ر + ×) دم + ر sin x + sin‏ = 2 [نهاية عظمى عند (5/6,7/6) « (57/6,57/6) 
وصغرى عند (35/2,37/2) ] . 

' (1 + ”ر + 2) 02 + رط + ×ه) = [نهاية عظمى قيمتها © + 02 + 2ه = عند 
النقطة (ء/ط 4/6) ] . 

اختبر كل من الدوال من أجل النهاية العظمى أو النهاية الصغرى عند المبداً: 
27 - ر + قير جبرور2 - تير + كير = ن 


2 + ر2 + غير + ر3 + ر5 - 2 = س 


۲) استخدم الدالة “ر2 + 2+ = (ر ,) /للتحقق من أنه لكي يكون للدالة /نهاية 
صغرى عند النقطة (,× ,»)۲ فليس من الضروري أن تكون المصفوفة ,14 محدّدة 
موجبة . 

٠‏ - المميّز لمعادلة جبرية 
لتكن 

F(x) = x" +a" 71 + ...+ a, =0 )50.1( 


معادلة جبرية معاملاتها أعداد حقيقية أو مركبة. إذا كانت ني .... ,ينه »هى جذور 
المعادلة» فتدعى العبارة 
a TE ha 2‏ 


1, 


1۷۸ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


حيث يمتد الجداء فوق جميع ال لحر من توافيق الجذور ,× ,... ,× ,× مأخوذة 
أزواجاء مميز المعادلة (50.1). ويتضح بالتجربة أن 4 لا يتغير عند إجراء تبادل بين أي 
جذرين من جذور المعادلة ؛ أي أن 4 دالة متناظرة في جذور المعادلة (50.1) » وكا هو 
معروف جِيدا: يمكن التعبير عن 4 ككثيرة حدود ((4 ,... ,ره ,,ه) م في معاملات 
F(x)‏ . ويمكن استخدام مصفوفة فاندرموند (ع0«مصمعلمة/١).‏ 


1 a F&F ... 2 


(50.3) :ا < وه وه 1] Fm‏ 
كي oe‏ و نه 1 


التي ناقشناها في الفقرة ٠١‏ لتشكيل عبارة مريحة ومفيدة من أجل 4 . وفي الحقيقة. 
وبالاستناد إلى النظرية (۱۳ - »)١‏ يمكئنا أن نكتب : 


A = |[/|: > |V'V|. (50.4)‏ 
ع الرموز المعتادة» دعنا نكتب : 
FST DB =0) )50.5(‏ ابوط لك aE‏ 
7= 
وبإجراء عملية الضرب نرى بسهولة أن 
کو > اچڪ کت ي ت 
oe & ° 8‏ وه 3 
)50.6( اه 3 4 يمع ب م | Vs‏ 
8r‏ * | وة 8 ê,‏ 


8&1 لايق‎ °°° 8r °  8وم-2‎ 


ويمكن حساب ,دهناء وهو بالتعريف مجموع جذور المعادلة 0 = (*) ۴ بعد رفع كل منها 
إلى القوة : » باللجوء إلى علاقات نيوتن (مهاوع1) (*) , 


Dickson. First Course in the Theory of Equations, (New York, 1922), pp. 135-136. )#( 


ا ا 1۷۹ 


a = 0‏ + رو 
a8 + 2a = 0, (50.7)‏ + ره 
aris, ia, = 0, (0 < n)‏ + .د عل يفره si PF‏ 


n).‏ 4 0 = م.يقيةه عله يبود نقددية + °°° F aS FF‏ إن 


ويمكننا حل (50.7) من أجل كل من ,ءفنجدها على شكل كثيرة حدود في ,4... 
وبحيث يصبح الجداء ۷ ري ر كرات توا 00 

وبالاستناد إلى النظرية )١- ١(‏ فإن ۷ » وبالتالي ۷۷ » يكون شاذًا إذاء وفقط 
إذاء تساوي اثنان من المقادير × . ولكن يمكن استخدام (50.6) لتعطينا معلومات أكثر 
من ذلك. لنفرض أن ۸ > » بالضبط من الجذور في (50.1) هي جذور مختلفة بحيث 
تكون : 

محم , (x= x) (r =x) 2... (= x)”‏ = وم 

ولنشكل الجداء التالي للمصفوفات : 


کچ وخ ينها 0||4 = 0 I‏ = 1 1 
oc 25| (50.8)‏ ونه Ol‏ ° يف 0|]ع a e‏ 2 


وبها أن (50.5) تصبح في هذه الحالة : 


و عد ا أذ لا = ,8 
فمن الواضح أن جداء المصفوفات في (50.8) هو» على وجه الدقة» المصغر الأساسي ذو 
ال صفا 

وھ تھ پچ 
SEER (50.9)‏ ا 012 

8S, °'' 82,2 


الواقع في الزاوية اليسرى العليا من ۷۷ في (50.6). وب أن الأعداد × ,... ,ين ,في 
(50.8) متميّزة. فإن مصفوفة فاندرموند (ع0090دمم06ه773) في (50.8) هي » بالاستناد إلى 
النظرية »)١ - ١‏ غير شاذة وبالتالي فإن غير شاذة» ولذلك فإن رتبة ۷'۷ في (50.6) 
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هي » على الأقل » + . وفضلا عن ذلك. وباعتبار أن رتبة ۷'۷ لا يمكن أن تتعدى رتبة 
1ق ز۲ فلا بد أن تكون الرتبة مساوية تمامًا ل . 
ونه شعه اف 
نظرية )١-50(‏ 
رتبة ا مصفوفة ۷۷ في (6 50)تساوي عدد ا جذور ا مختلفة في ا معادلة 0 - (2) 7 . 
وهذه النتيجة »> مثلها مثل تلك ا عبر عنها في ا معادلات (50.6) و (50.5) » » تصح سواءً 
كانت جذور (:) حقيقية أم مركية . 
وبصورة خاصة» دعنا نفرض أن اوی وا رن ایپ . فعندئذ 
وباعتبار أن ۷ حقيقية وأن كل رفي (50.8) موجب» فإننا نستنتج أن المصفوفة ,۶ محدّدة 
موجبة . 
ومنه نجد النظرية التالية : 
نظرية (1-650) 
لتكن 0= يه + ... + 1- ره + د = (») ۴ معادلة جرية جذورها aS‏ 
ولتكن ۲۷ ا مصفوفة ا مربّعة « × ” ا موافقة هذه ا معادلة وا معرّفة في (50.6). إذا كانت 
جذور 0 =( 'جبيعها حقيقية: وربا بالضبيظ مي طبور اة . فإن رتبة المصفوفة 
۷ تکون 7ع وفضلا عن ذلك فإن ا مصغر الأساسي , مذا ال صما والواقع في الزاوية 
اليسرى العليا من ۷۷ هو مصفوفة محدّدة موجبة . 
الوقن تائيه أن معاملات المعادلة 0 = (<) ۴ حقيقية وأن للمعادلة 5 من أزواج 
الجذور المركبة المختلفة . 
iB,‏ عد يه ,< Ba,‏ + يه ,18 2 a,‏ 
وهي مكررة» على الترتيب» ٠٠٠.‏ ولا ا مرةء وها 25 - ٣‏ من الجذور الحقيقية المختلفة 
,۰ ۷ وهي مكررة» على الترتيب ,۷ ,... ورلا , ۷مرة . 
إذا كتبنا (a, + iB) = al + ig‏ 
فمن الواضح عندئذ أن arte‏ 


ويمكن كتابة مصفوفة فاندرموند (Vandermonde)‏ في (50.8) على الشكل : 


1 kË 1 9 1 عه‎ 3 33 1 1 

iM‏ = 7( نذا 7( 2( 7( )6( عي 
1 

ms. 9 o 19 10‏ ® 589 ل س س 


gf 1 1 1‏ 355 ° 2 ع س و 255 1 235 1 
“ري 3 دن رع ردن ر د دن o5‏ 92( ا نوسي 


م = 5 + g1‏ 52 - 1914 م* ب 1و" 5" - "g1‏ . 4 .. 0 
1 1 1 1 ج 8 * 1 


1۸1 
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حيث تكون القوالب (010615) في ۷ التي لاتقع على القطر الرئيس أصفارًا . 
إذا عرفا الآن: 


على أنها مصفوفة قوالب قطرية مربّعة ومقسّمة بصورة مشابهة إلى ۸ . فمن السهل 
التحقق من أن المصفوفة المربعة ,في (50.9) تساوي : 

P, = VINV, = W,(M}NM,) W, = WAW, 
1هي المصفوفة القطرية‎ NM, = حيث ,۷ حقيقية وغير شاذة وك‎ 


1A۳ ET 


3 
5 


كي 


ويتضح من هذا أن المصفوفة القطرية 4 تحوي بالضبط 5 من العناصر السالبة . 

ومنه نجد النظرية : 
نظرية )8-65٠0(‏ 

لتكن ا معادلة ا جبرية ا حقيقية 0 = (:) 7 من الدرجة « » ها + من ا جذور 
المختلفة » و > دمن بين هذه ا جذور هي أزواج من ا جذور ا مركبة ا مترافقة . فعندئذ 
تكون رتبة المصفوفة 7⁄۷ مساوية ل7 . وفضلا عن ذلك» إذا كانت 7 هي ا مصفوفة 
ا مربعة « × ٣‏ الواقعة في الزاوية اليسرى العليا من 1١1”‏ فإن الصيغة القانونية ل / تحوي 
تماما دمن ال معامللات السالية . وبالتالي فإنه يمكن تحديد عدد الأزواج ا مختلفة ن 
ا جحذور ا مركبة ا مترافقة ل 0 = (:) ۴ من 7 وذلك بالاستناد إلى قاعدة جاندلفينكر 


.(Gandelfinger) 
تمارين‎ 1 
۷۷ ا( بين أنه من أجل المعادلة التكعيبية 0 - ۾ + عدم + = () م تكون المصفوفة‎ 
3 0 —2p 
0 —-2p -36 |. 
ص2-‎ -3g 2p 
وبالتالي‎ 


Po=l: >3) وقة - 2 رم‎ Pp, = - 4p” - 
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3( استخدم نتائج التمرين ١‏ لتحديد عدد الجذور الحقيقية لكل من المعادلات 


التالية : 
x -2x +1 =0 €1‏ 
ب) 0 -1-ج2 + 
ج) 0= 2+ ×3 - ر 


2# ا ن للمعادلة التكعيبية في التمرين ١‏ ثلائة جذور حقيقية مختلفة إذاء 
وفقط إذاء كان 
0 < 2702 - تبره - درم 


ئ( من أجل المعادلة التكعيبية 0 = يه + ره + ره + قر تكون المصفوفة ۷۷ > بعد 


بعض الاختصارات : 
a‏ 0- 3 
وه3- و20 - û‏ ,ه- 
و0 — و0 ;34 — dı‏ 


استخدم هذا لتحديد عدد الحذور الحقيقية المختلفة والأزواج المختلفة من الحذور 
المركبة للمعادلات التعكيبية : 
0 >1 +ير + تج بتر 
0= 3-2 + 2ر تر 
( من أجل المعادلة من الدرجة الرابعة 0 = يه + عره + ترم + رہ + فر = )وى 
تكون المصفوفة ۷/۷ بعد بعض التعديلات : 
ds‏ و0- 0- 4 
404 — :30 — يوه 2 - أله a‏ 
3010 — ,4 - و2 + 3a, — 20a‏ — يهره 2a,‏ —- 


ds — 404 — 30104 aî — 200, 


الصيغ التربيعيّة الحقيقيّة 49 
استخدم هذه المصفوفة للحصول على معلومات تتعلق بجذور المعادللات التالية من 
الدرجة الرابعة 


0 -1+ثير 
0 -2+1ج2 اير 


0= 1+ × + تر ب تبثي 


نفس الشا يشر 


مصفوفات 
(LAMBDA) fmol‏ 


۱ كثيرات حدود معاملاتها مصفوفات 
لیکن ۸ متغيراً سلّميّاء ولتكن (۸,... ,1,2 - ز ) ,(۸) .ره » ۸ من كثيرات الحدود 
في ۸ بمعاملات من الحقل7. . فسندعو المصفوفة المرئعة م ×۸ . 


a) a) ٠٠٠ 0:.) 
AQ) = (ريه|‎ a2) ‘۰° (0)ميه‎ 


)51.1( 
(0يمه (0)مه‎ ٠٠-١ an.) 


بالمصفوفة -1 . وعلى سبيل الالء المصفوفة 


1 - 4 + 3° 3+ 2 1 +2 
1= 3۸ 2+ 
1+ + 7+ 3-۸ 1- دح 


هى مصفوفة - ۸ مربّعة 3 × 3 . وسنفترض أن ۸ تتصف بخاصة الإبدالء ليس فقط 
مع جميع عناص رى > ولكن أيضًا مع جميع المصفوفات المربّعة ” × التي تقع عناصرها 
في الحقل#. . وبهذا الفهم يمكن كتابة مصفوفة - ۸ على شكل كثيرة حدود في ۸ حيث 
المعاملات هي مصفوفات . ونشير عندئذ إلى المصفوفة - 1 على أنها كثيرة حدود 


AY 
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معاملاتها مصفوفات . وعلى سبيل المثال» يمكن كتابة مصفوفة - ۸ السابقة عل 


الشكل: 
1- 3 1 4 2 0 8 12 0 0 0 
Oo" + |0 3 Oo +|]0 0 1\+| 2 0 =i.‏ 0 1 
1 7 1- 1 1- 1 1 & 0 0 0 0 


ودلا مق اعتبار مصفوفة مربّعة كا في (51.1) يمكن اعتبار مصفوفة م × مم . 
وعلى أي حال» فمن أجل معظم غايات هذا الكتاب نحتاج لاعتبار مصفوفات مربعة 
فقط. بحيث إنناء وبالرغم من وجود بعض الخسارة في شمولية المناقشة» سنقصر 
انتباهنا على الحالة الأخيرة . 


۲ - العمليات النسبية في حالة مصفوفات - ۸ 

لنعتبر الآن مصفوفتي - ۸ مكتوبتين لكثيرتي حدود معاملاتها مصفوفات : 
AA REAR TH RA )52.1(‏ 
B (A) = BX + BA7 +... +B, )52.2(‏ 
یك إن ,4 » ,8 مصفوفات مربّعة تقع عناصرها في الحقل . وإذا كانت ±0 ,۸4 
فنقول إن ثيرة الحدود (3) 4 التي معاملاتها مصفوفات هي من الدرجة 5 . 
تعريف 

نقول إن كثيرتي ا حدود (0) 4 و (0 8 التي معاملاتها مصفوفات » وا مذكورتين 
في (52.1) و (52.2) > متساويتان [ (80 = (0 4 ] إذاء وفقط إذاء كان , = ى 
ولق.... ,3,2 -)) 8د بك . 


وإذا كان ؛ < و فيمكننا أن نكتب: 
ع8 + ... + BX‏ + أ “وق مين احفر ميكر. 0د زر 8 
وعندئذ نعف : 
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(52.3) ...+ لح كلق 4 + AA‏ - () 8ع (0 4 
FA EBE FA E BEB).‏ 
وأبعد من ذلك» فإننا نعرف الجداء (۸) 8 () 4ء بهذا الترتيب» على أنه : 


رمم سروم صر = (حدم )“دم $( = ANE‏ 


وإذا وضعنا في المجموع الأخيره = ز+:» يمكن كتابة 
“تزيم د )للا = ABO‏ 
(A,B + AB)" + <...‏ + '* “روك = 
والآن إذا كان 0غ 48 » كما هي الحال بالتأكيد إذا كانت إحدى المصفوفتين 
ر4 أو ,8 غير شاذة» فإن كثيرة الحدود (3) 8 (3) 4 التي معاملاتها مصفوفات 
هى من الدرجة + + د . ٠‏ 
١‏ ومنه نجد النظرية : 

)١-595( نظرية‎ 

إذا كانت (0) 4 و (0) 8 كثيرق حدود معاملاتبغ) مصفوفات ودرجتاهما 
د و على الترتيب» كا هو معطى في (52.1) و (52.2) » وكانت أي من رف أو رة 
غير شاذة فإن درجة كثيرة ا حدود (0) 8 (0) 4 التي معاملاتها مصفوفات تكون 
مساوية ل + + 5 . 

نعتبر الآن عملية القسمة ونبرهن النظرية المهمة التالية : 
نظرية (1-55) 

لتكن (0) 4 و (0 8 كثيرق ا حدود اللتين معاملاتبا مصفوفات والمبينتين 
في (52.1) و (52.2) » وحيث ,4 و ,2 هي مصفوفات مربعة م« ها :+ عناصرها من 
حقل 32 . إذا كانت رب غير شاذة فتوجد كثيربًا حدود وحيدتان (3) © و (2) ۸^ 
معاملاتي) مصفوفات والأولى إذا كانت غير الصفر فهي من الدرجة + - 5 » والأخيرة 
إما أن تكون صفرًا أو من الدرجة 1 -/عل الأكثر» وبحيث يكون : 
A (A) = 0 (^) 8 (A) + R0) (52.5)‏ 


(52.4) 
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لبرهان هذه النظرية نلاحظ أنه إذا كان ؛ > و » فيمكننا أن نأخذ 0= (0 0 
و (0 4 = () ۸ » والنظرية تبقى صحيحة إلى الحد الذي يتعلق بوجود © و ۸ . 
لنفرفن الآن أن +8 ء .وكاساس لرهان الاستقراء انفرض أنه يوجد © و ۸ ممّقان 
(52.5) من أجل جميع كثيرات الحدود (3) 4 من درجة أصغر من ء . وبا أن ,8 غير 
شاذة فإن ' 8 موجود . لنعتبر الآن الفرق 


AQ) — AB; 'B()X"" (52.6( 
= (A, — AoBo'BJ\'? + (A, — AoBo B2N’ ° + 


من الواضح أن كثيرة الحدود (۸) 7 التي معاملاتها مصفوفات» والواقعة في الطرف 
الأيمن من (52.6) » هي من الدرجة 1 -ء . وتوجد إذن بالفرض كثيرتا حدود(۸) م 
و(0) ۸ معاملاتب| مصفوفات ودرجتاهما أقل من - دو على الترتیب» وبحيث يكون 

P, (A) 8 (A) + R 00‏ = رمم 
وه 
AQ) = [AB 3'7 + P,()]BQ) + RO) = 00080( + RO,‏ 

كما تنص النظرية . 

ولتبيان وحدانية كل من كثيرتي الحدود (3) © و( * المذكورتين في 
30 .52) » دعنا نفرض أن (0 '© و (0 '5هما زوج ثان من كثيرات الحدود 
يحقق شروط النظرية بحيث يكون 
R' 0( (52.7‏ + (0 8 رم A (^) = Q'‏ 
وبطرح (52.7) من (52.5) طرفا من طرف وإعادة الترتيب نجد: 

)0 - 0'( 8 - #' - 

إذا كان 6:20 - ٠‏ وباغتبار أن ,8 غير شاذةء فإننا تجد وققًّا للنظرية 
0ه )١-‏ أن درجة الطرف الأيسر من هذه المعادلة الأخيرة هي على الأقل ؛ . في حين 
أن درجة الطرف الأيمن هي حت أقل من ؛ . ومن الواضح أن هذا مستحيل. إذن 
0 - '0 - 0 وبالتالي فإن 0 = '۸ - ۸ أيضًا. ومنه تكون النظرية (52.2) قد بُرهنت. 

وبطريقة مشابهة يمكننا إقامة البرهان على النظرية التالية : 
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)۳- ٥۲( نظرية‎ 

تحت شروط النظرية (؟ه ‏ ۲) توجد كثبتا حدود (۸) ,0 و (۸) ,۸ 
معاملاتها مصفوفات ووحيدتان» الأولى» إذا لم تكن صفرّاء من الدرجة ۲ - ى » 
والأخيرة» إذا م تكن صفرًا» من الدرجة 1 - »على الأكثر» بحيث يكون 
A (A) = 8 0( QO, () + R, (A). )52.8(‏ 

إذا كان 0 = (0 8 في (52.5) » فتدعى (© 4 المضاعف الأيسر ل (۸) 8 
كا تدعى (3) 8 القاسم الأيمن ل (3) 4 . وفي هذه الحالة نقول إن التقسيم 
تام . وبصورة ممائلة» إذا كان 0 = ,۸ في (52.8) » فإن 4 هي المضاعف الأيمن 
ل 8 و8 هي القاسم الأيسر ل 4 . 


ويمكن أن يكون التقسيم تامًّا في جانب» في حين إنه غير تام في الجانب الآخر. 


فمثلاً. إذا كان 
1 0 | += | 1 | =2 ود 2 + يي 
0 2- 3 2ت 8 31- 
فمن السهل التحقق من أن 
4ح 2+2 2- 6 
ب لد 08 = 4 حيث | 9 ! R=‏ 
إت 3- 6 2- 
+R,‏ ,80 = 4 » حيث 3 8 5 @ Re‏ 
1 1 


وني الحالة الخاصة التي تكون فيها (0) 8 كثيرة حدود سلّمية : 
...bI= f (ML,‏ + ذا (N) = bAT+ bA‏ 8 
فعندئذ يمكن مبادلة (3) 8 مع (۸) © بحيث إن ,0 = © و ,۸ = ۸# . وبالإضافة إلى 
ذلك. إذا كانت القسمة تامة فلدينا: 
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A(M =f(MI.O(N, (52.9)‏ 
أي أن كل عنصر (۸) ره من المصفوفة (۸) 4 قابل للقسمة على (۸) ۶ . وعلى العكس» 
نستنتج مباشرة أنه إذا كان كل عنصر (۸) ,۾ من المصفوفة (3) 4 قابا للقسمة على كثيرة 
أللشدوق السلمية (0/» فعندئذ صح (52.9) حيث (۸) © هي كثيرة حدود معاملاتها 
مصفوفات. 

وهكذا نجد النظرية : 
نظرية ٥۲(‏ -4) 

تكون ال مصضوفة اللامبدية ((0) ره) = (3) 4 قابلة للقسمة على كثيرة ا حدود 
السلّمية /(3)/إذاء وفقط إذاء كان كل عنصر (3) رمن 4 قابلا للقسمة على (0/ . 


۳ - التحويلات الابتدائية لمصفوفة - ۸ 
نعني بالتحويل الابتدائي لمصفوفة - ۸ تحويلاً من النوعين الأولين المذكورين في 
الفقرة ١1‏ أو تحويل من : 
النوع (11). نضيف إلى عناصر صف (أو عمود) جداءات العناصر الموافقة لصف 
آخر (أو عمود آخر) بكثيرة الحدود (0 + نفسها. 


وكا في الفقرة ٠١‏ تمامًا نستنتج أنه يمكن القيام بتحويل أولي من النوع 1 أو 
النوع 11 على صفوف المصفوفة اللامبدية (3) 4 بضرب (2) 4 على اليسار 
بمصفوفة غير شاذة اختيرت بصورة مناسبة وعناصرها من حقل2. . وإذا رغبنا بأن 
نضيف إلى عناصر الصف :من (۸) 4 جداءات العناصر الموافقة للصف ز 
ب (0) © (1 ۶ ن » فإننا نضرب (۸) 4 على اليسار بمصفوفة نحصل عليها من 
1 بوضع (0 ۵ بدلا من 0 في الموضع (17,) . وفي الحقيقة. من السهل أن نتحقق 
من أنه لكي نقوم بأي تحويل أولي على صفوف (أعمدة) (0 4 » نضرب (۸) ۸ 
على اليسار (اليمين) بالمصفوفة التي نحصل عليها من 1 بعد القيام بالتحويل الأولي 
المطلوب بالنسبة لصفوف (أعمدة) 1 . وسندعو هذه المصفوفات التي نضرب بهاء 
مصفوفات تحويل أولي . 
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تعريف 

تدعى مصفوفة - ۸ مر بّعة محدّدها عدد ثابت مختلف عن الصفرء كثيرة حدود 
ابتدائية . 

ومن الواضح أن كل مصفوفة تحويل ابتدائي هي كثيرة حدود ابتدائية . وفضلل 
عن ذلك» فإن صحة النظرية التالية تتضح من تعريف مقلوب مصفوفة . 


نظرية (7ه - )١‏ 
مقلوب كثيرة حدود ابتدائية هو بدوره كثيرة حدود ابتدائية 


تعريف 

إذا احتوت ال مصفوفة (2) 4 على الأقل مصفوفة مصغرة واحدة مربّعة م ×۶ 
حدّدها لا يتطابق مع الصفرء ولكنها م تحو أي مصفوفة مصفرة مربعة 
(1 + م) × (1 + ) خدّدها لا يتطابق مع الصف قلنا: إن رتبة () 4 هي + . 
وإذا كان 0غ |(1) | » فنقول : إن (0) 4 غير شاذة . 


ومن خلال المناقشة نفسها التي استخدمت في برهان النظرية )١ - ١7(‏ يمكننا 
برهان : 
نظرية (ه ‏ ؟) 

لا يعبر التحويل الأولي رتبة مصفوفة - ۸. 


ولكن رتبة مصفوفة -1 ليست اللامتغير الوحيد تحت التحويلات الأولية . 
لتكن (۸) 4 مصفوفة - ۸ مريّعة رتبتها ”و (۸) 8 المصفوفة التي نحصل عليها من 
(۸) 4 نتيجة تطبيق تحويل أولي . ليكن :”عددًا صحيحًا موجبًا أصغر أو يساوي + . 
ولنرمز ب (3) به لأعل عامل مشترك (مأخوذ بمعامل يساوي الواحة لحد الرس ن 
جميع المحدّدات المصعّرة ة من (0 4 التي تحوي ” صفًاء وب () ,,# للعامل الموافق من 
أجل (0 8 . فنبينٌ الآن أن 

4 0( معت‎ 0, (m=1,2, 2. 


1۹٤‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


ليقن (6 اعدا مص | تقليديًا عن ( رج هنا . بها أن (0 هو 
جداء (0 4 بمصفوفة تحويل أولي . فيمكن التعبير عن () ١‏ وفقًا للنظرية 
- ؛ كتركيب خحطي في محدّدات (۸) 4 ذات ال« صفًا . وبالتالي فإن (0) ,4 تقبل 
القسمة على كل (۸) ,4 وبالتالي تقبل القسمة على أعلى عامل مشترك بينها وهو 
(0) ,م . وعلى العكسء با أننا نحصل على (۸) 4 نتيجة تطبيق تحويل أولي على (3) 8 
٠»‏ فنستنتج أن (0 ,#تقبل القسمة على (0) 4 . وبالتالي فإن كثيرتي الحدود السلّميتين 
متطابقتان باعتبار أن معاملات الخد الرئيس في كل منها هو الواحد. 


وهكذا نكون قد برهنًا النظرية التالية: 
نظرية ٥۳(‏ -۳) 

لتكن (۸) ۸4 مصفوفة - 1 مربعة ۸ × ۸ رتبتها ‏ » ولتكن (۸) 8 المصفوفة التي 
یاد چ چو ی ی و الأولية . إذا كان (۸) ,4 أعلى 
عامل مشترا ترك (مأخوذ بمعامل يساوي الواحد للحد الرئيس) لجميع المحدّدات اة 
ات ا فاك من زوه قعتدثذ يكون (0 4 أعلى عامل مشترك أيضا بين 
جميع المحدّدات المضغْرة ذات ا ضا من (0 8 . 


الصيغة الناظمية لسميث (طانتدرة) 
سنيرهن الآن النظرية التالية : 


نظرية )١-6554(‏ 
بوساطة التحويلات الأولية يمكن اختزال مصفوفة () 4 إلى صيغة سميث 
(:/:57) الناظمية 
0 قم 0 5-7 0 e)‏ 
e» 0 ۰ 0‏ 0 
N(N) = esses )54.1(‏ 
e,۸ 0‏ 0 0 


مصفوفات لامبدا 14° 


حيث معامل ا حد الرئيس في كل (۸) »هو الواحد» وحيث (2 قاسم ل (0 ر ي » 
(1 -م.... ,2 ,1 -6). أي أنه توجد كثيرتا حدود ابتدائيتان ()7 و( © بحيث إن 
PAQ =N )54.2(‏ 


نبرهن هذه النظرية بالاستقراء على الرتبة * . وللقيام بذلك. نلاحظ قبل كل 
شيء أن النظرية صحيحة من أجل مصفوفة (3) 4 رتبتها صفرء ذلك لأن (۸) 4 عندئذ 
هي المصفوفة صفر وهي من الشكل ١‏ . وكأساس للاستقراء نفترض أن النظرية 
صحيحة من أجل مصفوفة (۸) 4 رتبتها 1 - 1(7 )١<‏ » ونبرهن أنها صحيحة من أجل 
مصفوفة (۸) 4 رتبتها ۲ . 

بها أن ±0 (۸) 4 فإن المصفوفة تحوي على الأقل عنصرًا واحدًا مختلفًا عن الصفر. 
لیکن (3) ره عنصرًا درجته هي الدرجة الأصغر في المصفوفة . وبإجراء مبادلة بين الصف 
: والصف الأول» وبعدها بين العمود زوالعمود الأول نأتي إلى الموضع (1,1) بعنصر 
(3) ,,ه مختلف عن الصفر» وهو كثيرة حدود لما الدرجة الأصغر من بين جميع عناصر 
المصفوفة . وارز هنا سبالقان : (001 هي عامل عن عوامل كل تعر من زفة 
(۸) ,,» ليست عاملا لكل عناصر 4 . وسنعتبر الحالة (؟) أولا: 

لنفرض أنه يوجد عنصر (۸) ,,4 في الصف الأول من 4 لا يقبل القسمة على 
٩‏ . نقسّم »على ,,4» لنحصل على حاصل قسمة ره وباق لا يساوي الصفر ,"© من 
درجة أقل من درجة »أي أن: 

” 7 00 

وإذا طرحنا الآن من عناصر العمود زجداءات العناصر الموافقة من العمود الأول ب ره 
فإن ره تحل محل ره » ويمكن عندئذ إزاحة هذا العنصر الأخير إلى الموضع (1 ,1). 
وهكذا فإنه إذا كان يوجد في الصف الأول (أو. وفق نقاش مماثل, في العمود الأول) 
عنصر لا يقبل القسمة على ٠,‏ فإنه يمكن أن نضع بدلا من ,,»كثيرة حدود من درجة 
أدنى . وهذا يوضح بأنه بعد عدد منته من الخطوات لا بد من الحصول على مصفوفة 
يكون كل عنصر من صفها الأول وكل عنصر من عمودها الأول قابا للقسمة على ,4 . 


4j = 411 +a 


مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


وقد يحدث أن يكون كل عنصر ره من المصفوفة الناتجة قابا للقسمة على ,ره 
وفي هذه الحالة نكون قد عدنا إلى الحالة .)١(‏ لنفرض. على أية حال» أنه يوجد» على 
الأقل» عنصر واحد »غير قابل للقسمة على ,,4 . اكتب ,4۵ > ۹و يرصن 4 > ره . 
ومن الصف : . اطرح جداء الصف الأول E:‏ :4 وهذا يختزل :> إلى الصفر ويضع 
٩:4‏ - 4 في موضع ره . وإذا أضفنا الآن الصف :إلى الصف الأول» فإن ٠‏ تبقى 
بدون تغيير في حين يحل محل © العنصر  )1 - ٩(٩,‏ + »وهو لا يقبل القسمة على 
٩‏ . ويمكننا عندئذ أن نمضي كما سبق فنضع » بوساطة تحويلات أولية » في موضع Ar‏ 
كثيرة حدود من درجة 5 

ويمكن الاستمرار بهذه الطريقة التي وصفناها طالما أن العنصر ذا الدرجة 
الأدنى » ويمكن أن نأخذه كالعنصر ,,ه» لا يكون عاملاً من عوامل كل عنصر من 
المصفوفة. ولذلك فإنه لا بد أن نصل. أخيراء وبعد عدد منته من الخطوات إلى 
مصفوفة مكافئة يكون فيها ,,#عاملً. وني الحقيقة ووفمًا للنظرية (ه ‏ #)» القاسم 
المشترك الأعظم لجميع عناصر المصفوفة . ويمكننا الآن تخفيض كل عنصر في الصف 
الأول وكل عنصر في العمود الأول» باستثناء ,,4. إلى الصفرء وذلك بأن نطرح الصف 
الأول مضروبًا بمقدار مناسب من الصفوف الباقية وطرح العمود الأول مضروبًا بمقدار 
مناسب من بقية الأعمدة. وهذه التحويلات تغير العناصر في الصفوف والأعمدة 
ال (1 - #) الأخيرة إلا أنها لا تور في قابليتها للقسمة على ,4 . والآن نقسم الصف 
الأول من المصفوفة على معامل الحد الرئيس من ,,6 . لنصل إلى مصفوفة - ۸ : 


3 1 )54.3( 
0 B0) 


حيث (۸) ١ء‏ عامل من عوامل كل عنصر من عناصر المصفوفة (۸) 8 المربئعة 
(1 -2) × (1 -2) » وأعلى معاملات (2) ,© هو الواحد. 

إذا كان 1 = ۸ فإن (۸) 8 لا تكون موجودة. وفيا عدا ذلك» تكون رتبة )( 8 
بوضوح هي (1 عع . ومنه وبا يتفق مع فرض الاستقراءء يمكننا بوساطة تحويلات 
أولية اختزال (۸) 8 إلى الشكل : 


مصفوفات لاميدا 14۷ 


e)۸) 0 5557 0 مه‎ 0 
0 e) 0 0 
0 0 e,() 0 
0 0 0 0 


حيث القادير غ فق شروط النظرية. وفضلل عن ذلك» وفنا للنظرية (٣ه‏ يي 
فإن كلل منها يقبل القسمة على (۸) ,6 . بالإضافة إلى أن هذا الاختزال الأخيرقد تقذ 
بوساطة تحويلات أولية مطبقة على الصفوف والأعمدة ال (1 - 2) الأخيرة من (54.3) 
وبالتالي فإنها لا تؤثّر في الاختزال الذي تم لته على الصف الأول والعمود الأول. 


إذا رمزنا ب ۶ .... ,ر۳ ,رط و2 ,... ,2 ,,0لمصفوفات التحويل الأولي» التي 
تؤذي في حال ضربها ب (3) 4 من اليمين ومن اليسار» على الترتيب» إلى الاختزال الذي 
أجملناه منذ قليل» فيمكننا أن نكتب: 
N )0( )54.4(‏ ح © ... و2 © (0 فرطرط ...م 
أو 
,لا ع PAQ‏ 
حيث إن ,5 ... ,5 = 2و 0 ... 0 = 0 هما كثيرتا حدود ابتدائيتان. وهو المطلوب . 


با أن محدّد كثيرة حدود ابتدائية هو عدد ثابت ختلف عن الصف فنجد من 
العلاقة (54.2) وبأخذ محدّدات الطرفين: 


(54.5) 0د Jl,‏ هما .ع - |( IN‏ 
وفي الحالة الخاصة عندئذ التي تكون فيها (۸) 4 نفسها كثيرة حدود ابتدائية» 
= :و |(۸) 4| عدد ثابت ختلف عن الصفرء تصبح (54.5) : 

وعد - (0)به...(0 006 e,‏ 
وبالتالي فإن 1 = (۸) ٤,‏ » (۸,... ,2 ,1= ) » بحيث يكون 1 = (۸) ۸ . ومنه نجد 
النتيجة : 


۹۸ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


نتيجة (54-؟) 

يمكن دائحًا» اختزال كثيرة حدود ابتدائية إلى الصيغة الناظمية 7 بوساطة 
تحويلات أولية . 

وبالإضافة إلى ذلك وباعتبار أن عكس تحويل أُوَّلِي هو نفسه مصفوفة تحويل 
أولي فلدينا من (54.4): 


نتيجة (4ه - ۳) 

يمكن التعبير عن كثيرة حدود ابتدائية كجداء مصفوفات نحويل أولي . 

وكا في الفقرة ١١ء‏ نعرف حالة تكافؤ بين مصفوفتي - ۸ إذا أمكن الانتقال من 
إحداها إلى الأخرى بواسطة تحويلات أ ولية» وهذا يسمح لنا بعرض النظرية : 


نظرية (54 -4) 
نقول إن مصفوفتي - ۸ مربعتين « × . (۸) 4 . و (۸) 8 . معاملات عناصرها 
من حقل2. » متکافئتان إذاء وفقط إذاء كانت توجد كثيرتا حدود ابتدائيتان (۸) م 
و( © » معاملات عنصارهما من حقل”. » بحيث إن 
P (^) A (A) © (^) = 8 )0(.‏ 
ونترك البرهان للطالب. 


هه العوامل اللامتغيرة في مصفوفة -1 

إن المحدّدات المصغرة الوحيدة من المصفوفة (3) ١‏ المذكورة في (54.1) » غير 
المنعدمةء ومن مرتبة ۲ > 7 هي من الشكل: 
Ee e, =2 (55.1)‏ 
حيث رة ,... ورا ,هي 71 من الأعداد المختارة من .... ,2 ,1 بدون إعادة والقي يمكننا 
الافتراض بأنها مرتبة بحيث يكون ,> ... > را > ,1 . وبا أن (۸) ,» هى عامل من 
عوامل (0) ,© إذا كان ز >: . فمن الواضح أن أا من مثل وهنا لله روات في (55.1) 
قابلة للقسمة على : 
e Ej: )55.2(‏ جيه 


5 5 0 
ولكن ,4 نفسها هي إحدى محددات N‏ المصغرة ذات ال ۸ صفا وهي بالتالي القاسم 


مصفوفات لامبدا 1۹4 


الشترك الأعظم لجميع هذه المحدّدات المصغرة ذات ال # صفًا. ووفقًا للنظرية 

(8ه -") يكون ,,4 أحد لامتغيرات المصفوفة - ۸ تحت التحويلات الأولية . إذا عرفنا 

(4,)3 على أنها الواحد. فمن الواضح أن كثيرات الحدود 

4 0( 
4 


m—1 
هي مقادير لا متغيرة تحت التحويلات الأولية . وتدعى هذه المقادير (۸) ,© بالعوامل‎ 
في (54.1) أو للمصفوفة المكافئة لها (۸) ۸4 . ونستخدم هنا‎ ١ )0( اللامتغيرة للمصفوفة‎ 
. ١7 تعبير التكافؤ بالمعنى المعرّف في الفقرة‎ 
: ويمكننا الآن عرض النظرية المهمة‎ 


e, (= -يم)‎ 1,2... )55.3( 


نظرية (هه )١-‏ 
تتکافاً مصفوفتان مربعتان م × ۸ » (۸) 4 و (0) 7 إذاء وفقط إذاء كان ها 
العوامل اللامتغيرة نفسها . 


الشروط ضرورية باعتبار أن العوامل اللامتغيرة لا تتغير تحت التحويلات 
الأولية . والشروط كافية باعتبار أنه إذا كان ل () 4 و (3) 8 العوامل اللامتغيرة نفسها 
(3) ,,» حيث (1,2,...,7-:7) » فعندئذ تكون كل منب| مكافئة لصيغة سميث (5011) 
الناظمية (۸) ١‏ نفسها والمذكورة في (54.1). 


5 - القواسم الابتدائية لمصفوفة -1 
لتكن (3) 4 مصفوفة مربّعة « × « ولنفرض أن لكثيرات الحدود (۸) , ۾ معاملات 
من حقل الأعداد المركبة. . فعوامل لا متغيرة ك (0 © » (78,... ,1,2 -”)» والتى 
لا تكون مساوية ل1 + » يمكن تحليلها في<. إلى جداءات قوى عوامل خطية متميزة» 
وهكذاء یمکننا أن نكتب من أجل ±1 (0 © : 


و* "زوه ح بج ° “يه = 00( ب = )4 
A — a)", (56.1(‏ `° "ليه — "زه — ( = e)‏ 


۰ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


حييشة اود روزلا اهو جميعها أكبر من الضف 0 2 VY‏ (1-¬ ۴ 1,2,5 = ان" 
,... ,12 -) وبما أن (۸) ,» عامل لجميع المقادير » التي تليه فلدينا 
FEA (56.2)‏ كك رتك ره 


والعبارات مثل 


ب به دق 9 ai‏ — 5 و N O‏ سه 57 _- 
a", ( ) (56.3)‏ 0 و“ "ليه حب ,“له (A‏ 


8 0 ,1,2 =( 
التى لا تختزل إلى 1 » أي أن قواها أكبرمن الصفرء تدعى القواسم الابتدائية للمصفوفة 
(0 ۸ في (54.1) أو للمصفوفة المكافئة (3) 4 » الموافقة للجذر ,»من جذور 0 = (0) 6 
. وبا أن العوامل اللامتغيرة (3) ,هلا تتخبر تحت التحويلات الأولية ء فمن الواضح أن 
القواسم الابتدائية لا متغيرة» هذا مع أن الأخيرة يمكن أن تكون غير نسبية» بين 

السابقة هي مقادير نسبية . 


وليست العوامل اللامتغيرة () ٠,‏ ,... ,(3) ,© هى فقط التى تحدد الرتبة , 
والقواسم الابتدائية في (56.3) للمصفوفة -1 . 5 على الت فإن الرتبة , 
والقواسم الابتدائية تحدد العوامل اللامتغيرة. وفي الحقيقة » في مقابل كل من العوامل 
الخطية المتميزة به - 2 ,... وره - ۸ ,,» - 2 ننتقي من (56.3) تلك التي يكون 
لها أكبرقوةء معاد "ريه بماد بريه مح رة - ى .. قجداء هذه العبارات 
هو (0 ,ء . أي أن (0 ,ء هو المضاعف المشترك البسيط» مأخودًا بمعاملات تساوي 
1 للحد الرئيس» لجميع القواسم الابتدائية. وبعد حذف عوامل (۸),ء من 
القواسم الابتدائية في (56.3) يكون المضاعف المشترك البسيط للقواسم الابتدائية 
الباقية هو (۸) , _,ء » وهكذا. وإذا استنفدنا جميع القواسم الابتدائية في الوقت 
الذي نكون قد أنشأنا فيه + > من العوامل اللامتغيرة فإننا نعتبر العوامل اللامتغيرة 


ال - : الباقية ,© ,ره ,... ,, _,٤مساوية‏ للواحد. 


توضيح : مصفوفة - ۸ مربّعة 5 × 5 رتبتها 4 وقواسمها الابتدائية هي : 
2(5 + ) ,*(2 + ) ,(1 + 2) ,(1 + ) ,(1 + ۸ ,(1 - ۸ ,۸-17 ,(1- ۸ ,۸2,۸ 
أوجد العوامل اللامتغيرة واكتب صيغة سميث (١ه)‏ الناظمية . 


مصفوفات لامبدا ۲۹١‏ 


لإيجاد (0) ,» » نكتب المضاعف المشترك البسيط للقواسم الابتدائية» فنجد: 
.25 +120 + )1(7 -0 22ح (۸) e,‏ 
وبعد حذف العوامل الداخلة في تشكيل (2) ,ء من قائمة القواسم الابتدائية. 
يكون (۸) ,» هو المضاعف المشترك البسيط لما تبقى منها أي أن 
e, )( =۸ )02- 120+ 1( + 2“.‏ 
وأيضًا 
e)۸) = (^-1) (۸ +).‏ 
وبا أننا قد استنفدنا الآن جميع عناصر القائمة المعطاة من القواسم الابتدائية» نأخحذ 
e > 1‏ باعتبار 4 = م. 
وصيغة سميث الناظمية هي إذن 


1 0 0 0 0 
0 ( -1)( +1) 0 0 0 
0 0 X( ج12‎ + 1)( + 2“ 0 0 
0 0 0 (A ج11‎ + 1)%(A + 2) 0 
0 0 0 0 0 


وني الحالة التي يكون فيها ل (0 ,ء عوامل خطية متميّزة» فيكون لكل 
وها قر سار اديت عرفل س ن وال ق للبسقرقة سد فى عه 
الحالة قواسم ادا خطية ن بسيطة. 

وعلى العكس» إذا كان للمصفوفة (0) 4 قواسم ابتدائية بسيطة فعندئذ يكون 
ل (© » المضاعف المشترك البسيط للقواسم الابتدائية» عوامل خطية متميّزة فقط . 
وهكذا نجد النظرية : 


نظرية )١-55(‏ 
يكون لصفوفة (0) 4 رتبتها + قواسم ابتدائية بسيطة إذاء وفقط إذاء كان 
ل (0) »عوامل خطية متميزة فقط . 
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وبضم النظريتين )١  هه(و )٤ - ٠٤(‏ مع نتائج هذه الفقرةء ننتهي إلى 
النظرية : 
نظرية (55 -7) 

لتكن (0) 4 و (۸) 8 مصفوفتين مربعتين « × « فوق حقل. . فالشرط 
اللازم والكافي لتكافؤ (1) 4 و (3) 8 » أو بعبارة أخرى» الشرط اللازم والكافي 
لكي توجد كثيرنا حدود ابتدائيتان (۸) م و (1) © بحيث: إن 8 = 740 ه و أن 
يكون ل (3) 4 و (۸) 8 العوامل اللامتغيرة نفسهاء أو أن يكون للمصفوفتين () 4 
و( 2 الرتبة والقواسم الابتدائية نفسهم . 


وغالبًا ما سنجد النظريتين التاليتين مفيدتين في تحديد القواسم الابتدائية 
لمصفوفة -1 . 
نظرية (5ه -8) 

إذا كانت كل عناصر مصفوفة - + أصفارًا باستثناء تلك ا موجودة في القطر 
الرئيس» وإذا حُلْل كل عنصر غير ثابت من القطر الرئيس إلى جداء عدد ثابت 
بجداء قوى عوامل خظية متميزة ال"( يه - 4 و ايه - .6 0 إلخء فعندئذ تكون 
قوى هذه العوامل ا خطية القواسم الابتدائية للمصفوفة . 

وعند برهان هذه النظرية نعتبر العامل ,» - ۸فقط ونفرض أن المصفوفة هي 


0 عفد 0 q۸ 2 a)"‏ 
0 نه — d2)‏ 
)56.5( لب E era‏ 0 
a) 0‏ - )و 0 0 
0 0 0 0 
حیٹ ,۷ > ... ک ر۷ > ر۷ (#0 ,)ولا تكون أي من المقادير ۾ قابلة للقسمة 


غل ت - وكل محدّد مصغّر غير منعدم ذي صفا من هذه المصفوفة يساوي 
جداء (7 > :”) ”من الحدود القطرية وهو بالتالي من الشكل 
Ra QAN ag eee, (56.6)‏ 
حيث ہا > ... > ر¡ > ,اهو اختيار ل ”من الأعداد ...,١‏ ,2 ,1. وبما أن 1*"(» - ۸ 


مصفوفات لامبدا دكا 


قابلة للقسمة على "(,» - 2) فمن الواضح أن الجداء في (56.6) قابل للقسمة على 
E, (56.7‏ رين جد 
ولكن المحدّد من المرتبة « القابع في الزاوية العليا اليسرى من (56.5) لا يحوي قوة 
أعلى ل (» - 2 . وبالتالي فإن القاسم المشترك الأعظم ,4 لجميع المحدّدات 
المصغرة ذات ال :7 صفا في (56.6) يحوي العامل (56.7) دون أن يحوي قوة أعلى في 
(ه -2). وبصورة ممائلة فإن ,_ ,4 قابل للقسمة على ١‏ - ""” 7 "ره - 4 
ولا يقبل القسمة على أي قوة أعلى» بحيث يكون 2 س = () ,هقابلا للقسمة 
على ”"(,ه - ۸) ولا يقبل القسمة على أي قوة أعلى . اواس الابتدائية ل (۸) 4 
الموافقة ل ,» - ۸هي إذن 
Kaas =a‏ 

ولدينا أيضا النظرية: 
نظرية (5ه - )٤‏ 

إذا كانت كل عناصر مصفوفة () 4 أصفارًا باستثناء تلك الواقعة في عدد معين 
من المصفوفات ا مصغرة الأساسية ا منفصل بعضها عن بعض» فيمكن إيجاد القواسم 
الابتدائية ل () 4 بتجميع القواسم الابتدائية هذه ا مصفوفات ا مصكّرة الأساسية . 


ذلك لأنه دون تغيير القواسم الابتدائية لأي من المصفوفات الفرعية أو المصفوفة 
() 4 نفسهاء يمكننا بوساطة تحويلات أولية مناسبة اختزال كل مصفوفة فرعية إلى 
صيغة سميث الناظمية . وتنتج صحة النظرية (05 - )٤‏ عندئذ بالاستفادة من النظرية 
(كه-؟). 


لاه - تيز سيجر (86800) 
في بعض الحالات تكون درجات القواسم الابتدائية أكثر أهمية من القواسم 
نفسها. وسنری أن الحالة كذلك في تصنيف التساقطات ”1025]ةعم11اوء'' (فقرة )/١‏ . 
وقد اقترح سيجر (©5687) كتابة قوی القواسم الابتدائية الموافقة للعامل به - ۸ كعناصر 
في الصف امن مصفوفة 5و × » وهكذا نكتب: 
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Vr Pr-11 V2 ıı 
VY, 7¥,-12 722 ı2 
a oa oltellile وهاه‎ ee مهاه‎ (57.1) 
Peg Fea os Po Pi 
Vre Vrs Vas Pie 


ورف هده افر بم سيجر ووي للجم وم 54 کان ادر ۾ 
صفراء فمن المهم أحيانا التأكيد على هذه الحقيقة بكتابة صفر فوق القوى الموافقة . 
وهكذا إذا كان 0 = ,» » فينبغي كتابة الصف الأول في (53.1) كا يلي : 
الي '0 


ا 
ET‏ كيدا 


وكديرا ها يكتب عي سيجر )5٥2۲١(‏ » ليس على شكل مصفوفة» ولكن کا يلي : 
(57.2) كك ym‏ 8ك i) (rar 12 ٠٠٠ i‏ °°° )| 

حيث نضع القوى الموافقة للجذر نفسه بين قوسين هلاليين» ونحذف القوى 
التي تكون مساوية للصفر. 


وهكذا يمكن كتابة مير سيجر (5685) من أجل المصفوفة - ۸ في (56.4) في أي 
من الشكلين: 


11 4(2 1005 2 216 أو 


N تن كن‎ No 
و مم دوحج احير نم‎ 
سم © العم‎ © 


تمارين 
من أجل كل من الأزواج التالية من المصفوفات (3) 4 . (۸) 8 . أوجد 
(3) 2 » (0 ۸و 00 ,2 » (0) ,۸ التي تحقق شروط النظريتين (52.2) و (52.3): 


مصفوفات لامبدا 
2 3 
a= | ١ 01‏ سف سے 
۸- 0 ات ۸ 
e 0‏ 2آ ا ۸ 2 | -4 
83 1+ 2 ۸+ 


حدّد العوامل اللامتغيرة والقواسم الابتدائية لكل من المصفوفات - ۸ التالية . 
واستخدم ذلك لكتابة ير سيجر (581:6) وصيغة سميث الناظمية من خلال التجربة 
والخطأ. وباستخدام التحويلات الأولية اختزل كل مصفوفة إلى صيغة سميث 


. (طاثم8) الناظمية‎ 
m1 8 0 
SY 0 0 
AE ل‎ EE 5 Nal O ¥ 
0 0 ج 1-خ‎ ( 
0 o وچ‎ 
١ 2 0 el 3 2 
58 
0۸ 0 € û = بها ا‎ (8 
لك‎ es 0 0 »-1 
» 0 0 ااك‎ 8 0 
(۸ 
1 4-1 0 Û =F 10 6) 17 
ات‎ & RRA 0 0 ۸-83 
1 0 3 +1 4 5 
X 1 0 . (۹ 
1+4 مم‎ 4-۸ 5 
0 93 بو فق اللو ونه‎ OK 
4 0 5: 8 
0 0 < 0١1١ ١ حدق‎ ER 0 0 
1١60 60 0 0 +2 a+ 1| ٤ 
ح١‎ 0 0 0 0 0 ۸ 1ت کک ا‎ 


كا مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


Rek ا‎ RS دح‎ =D 
ا‎ KF عن‎ N= IF 
a1 Fa = = © 


X۸ — û 0 0 -1 0‏ 
1= 0 0 1-6 0 
Xa 0 0 -1 (€‏ 0 0 
0 امد« 00 1 3 
0 هخ 0 1 0 0 
مه حم 0 0 0 0 0 


٠‏ إذا كانت (0 4 مصفوفة 5 × 5 رتبتها 4 ومميّر سيجر (:568) الموافق لما هو 
1 21301 1)2 3( » فاكتب صيغة سميث (53108) الناظمية ل (0 4 . 


تكافخ أز واج 
مسن المصفوفات 


۸ - نظرية وايرستراس*) 
لکن لمع 8 » © و 2 أربع مصفوفات مربعة ۸ × ۸ عناصرها من حقل ج 5 
وبالإضافة إلى ذلك لتكن 4 و © غير شاذتين . ولنتساءل عن الشروط التى توجد تحتها 
مصفوفتان غير شاذتين 8 و © » عناصرهما من”. » بحيث یکون» وق الرققه شت 
(58.1) © - هممص و« - PBQ‏ 
وتجيب النظرية التالية عن هذا التساؤل. 


)١-58( نظرية‎ 

إذا كانت 4 » 8 » © و (/ أربع مصفوفات مربّعة ۸ × «عناصرها في حقل. » 
وإذا كانت 4 و© غير شاذتين » فالشرط اللازم والکاف لوجود مصفوفتين غير شاذتين مر 
و2 » عناصرهما في » بحيث يكون © = 740 » 2 = 780 هو أن يكون 
للمصفوفتين 8 + 4و 2 + © ۸ القواسم الابتدائية نفسهاء أو إذا أردناء العوامل 
اللامتغيرة نفسها . 

من الواضح أن الشرط المعروض في النظرية ضروري . ذلك لأنه إذا صخت 
العلاقة (58.1) فيجب أن يكون لدينا عندئذ من أجل كل 2 
P(AA+B)Q=۸C+D. (58.2)‏ 


Karl Weierstrass, (1815 - 1897). )#( 


4 مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


وبالتالي فإنه وفقا للنظرية (0 -۲) يجب أن يكون للمصفوفتين 8 + ۸4و 5 + © 
القواسم الابتدائية نفسها. وبا أن 4 و© هما بالفرض غير شاذتين فيكون للمصفوفتين 
8 + 4و 2 + © < الرتبة ” نفسهاء وبالتالي» وباعتبار أن لما القواسم الابتدائية 
نفسهاء فإن لما أيضًا العوامل اللامتغيرة نفسها. 

وعلى العكس , لنفرض أن للمصفوفتين : 
M=\1A+B, N=\1C+D. )58.3(‏ 
القواسم الابتدائية نفسها وبالتالي العوامل اللامتغيرة نفسها. فعندئذ. ووفقًا للنظرية 


(35-65)» توجد كثيربًا حدود ابتدائيتان ,2و ,0 بحيث إن 


PMO, = N, (58.4) 
أو‎ 
PM = NO; (58.5( 


وبالاستناد إلى النظرية ٠۲(‏ -۲) يمكن تقسيم ,۶ على ۷ لنحصل على حاصل 
قسمة , وباق 7 » وعناصر هذا الأخير مستقلة عن 2 » حيث يكون 
NP, +P (58.6)‏ ديم 

وبها أن © كثيرة حدود ابتدائية» فتكون ' © » وفقًا للنظرية »)١ - ٠۳(‏ كثيرة 
حدود ابتدائية . ولذلك فإنه يمكن قسمة هذه الأخيرة على 1 لنجد 


QO; =SM + 5, )58.7(‏ 
حيث 5 مستقلة عن ۸ . وبالتعويض من (58.6) و (58.7) في (58.5) نجد 

NPM + PM = PM = NO; = NSM + NS, 
ومنه‎ 

N(P, - SJM = 3/5 - PM. 

إذا كان #0 ,5 - ,۶ » فإن الطرف الأيسر من هذه المعادلة الأخيرة يكون من الدرجة 
2 على الأقلء بينما درجة الطرف الأيمن هي الواحد على الأكثر. ومنه 0 - ,$ - ۶ 
وبالتالي ۰ 
NS = PM )58.8(‏ 


تكافؤ أزواج من المصفوفات ۳۹۹ 


2 م 
ونبين الآن أن ۴ و5 غير شاذتين . ففي المطابقة 1 0,07 =1 نعوّض 2,١‏ بقيمتها 


5 + 5,24 من (58.7) فنحصل على 

(58.9) كر + I= Q,S,M‏ 
لنقسم الآن ,0 على ۸ فنجد 

0- 0 + 0 )58.10( 


حيث لا تحوي © المقدار ۸ . وعندما نبدل هذه القيمة ل ,0 في (58.9) نجد 
I= Q,S,M + 0 115 + 05,‏ 
أي باعتبار أن 524 = 2/5 کا وجدنا في (58.8) » 
1 (ط © + QS = (Q,S,‏ -1 
ومن هذه العلاقة نستنتج أن 0 = 0,5 + ,كر وبالتالي 
.05-1 
ومنه !0-1 = 5 غير شاذ» ومن (58.8) 
PMO =N,‏ 
أي أن 
.5 +©8(0-2 +4 .)م 
وبا أن م ,0 لا تحويان ۸ فإن هذا يعطى 
م = ووم و© - PAQ‏ 
ويتضح الآن أنه يمكن الحصول على المصفوفتين ۲ و © كباقيين عند قسمة ,۲ 
ور على × [انظر المعادلتين (58.6) و (58.10) ]. ومنه نجد أنه إذا كانت 
عناصر 4 . 8 . © و 2 واقعة في حقل. فكذلك الأمر بالنسبة لعناصر 7 و © . 
وهو المطلوب . 


4ه شروط أن تكون مصفوفتان متشامبتين 
الحالة ذات الأهمية الكبيرة والمفيدة هي تلك التي نأخذ فيها المصفوفتين 4 و © 
على أنهه| المصفوفة المحايدة مسبوقة بإشارة ناقص» أي + - =€ = 4 . وفي هذه الحالة 
تُختزل 1 و إلى 8-47 و 2-27 » مميّزي المصفوفتين 8 و 2 على الترتيب . وتقود 
عندئذ النظرية (8ه - )١‏ إلى النتيجة التالية الخاصة ولكن المهمة. 
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نظرية (59 )١-‏ 

إذا كانت 8 و 2 مصفوفتين مربعتین 7 × ۸ عناصرها في حقل. » فالشرط 
اللازم والكافي لوجود مصفوفة غير شاذة 7 » عناصرها في2. » بحيث إن 2 = ۲۰18۲ 
هو أن يكون للمصفوفتين ا مميزتين ل 8 و 2 العوامل اللامتغيرة نفسها . أوء باعتبا ر أن 
8-7 و17 - 2 كلتيهيا غير شاذتين» أن يكون للمصفوفتين ا مميزتين القواسم 
الابتدائية نفسها . 

ضرورة الشرط واضحة تقريبًا. ذلك لأنه إذا كان 2 = 8۲ ۴ فعندئذ» 
واتار اق 5٠-۸1‏ #0 من أجل كل قيمة لتعدد المي رة الدينا 

1 P'(B—A\DP=D-—\11 

وبالاستناد إلى النظرية (5ه ‏ ۲) يكون للمصفوفتين ۸7 - 8 و 2-۸7 العوامل 
اللامتغيرة نفسها وبالتالي القواسم الابتدائية نفسها. 


وعلى العكس. ليكن ل 8-۸7 و17- 7 القواسم الابتدائية نفسهاء وبالتالي 
العوامل اللامتغيرة نفسها. فبالاستناد إلى النظرية (08 - )١‏ توجد مصفوفتان غير 
شاذتين ۲ و © » عناصرهما فيّ7. بحيث إن 
0-8-1 - مم 
وبا أن هذه العلاقة الأخيرة تصح من أجل كل ۸ فيجب أن يكون : 
0-1م ,8 - PDQ‏ 
ومنه 71 = © , بحيث يكون 
P”IBP= D, PDP1=B (59.1)‏ 
وهو المطلوب . 
نتذكر من الفقرة 78 أن مصفوفتين مربعتين 8 و 2 » تحققان الشرط (59.1) هما 
مصفوفتان متشابهتان. وفضلل عن ذلك عند التحدث عن القواسم الابتدائية أو 
العوامل اللامتغيرة للمصفوفة المميّزة لمصفوفة مربّعة 8 » نشير إليها غالبا كقواسم 
ابتدائية أو عوامل لامتغيرة للمصفوفة 8 نفسها. ويهذه اللغة يمكننا إعادة صياغة 
النظرية (59 - )١‏ كما يلي : 


تكافؤ أزواج من المصفوفات انه 
نظرية (1-59) 

الشرط اللازم والكافي لتكون مصفوفتان مربعتان 8 و 2 متشايبتون ه وأن يكون 
للمصفوفة القواسم الابتدائية نفسهاء أو إذا أردناء العوامل اللامتغيرة نفسها . 


تمارين 
في كل من التمارين التالية» لدينا أربع مصفوفات ۸ › 8 » © و2 » منها 4 و © 
غير شاذتين حدّد في كل حالة ما إذا كان يوجد أو لا يوجد مصفوفتان غير شاذتين ۲ 
و نحيت إن 6 -40م؛ PB0 =D‏ . 


2 3 0 3 
ل ا" تمص B= ١‏ 5 
0 ل 3 ع8 1 1 ¢ ١ . ١‏ 


Bal aE, a e 
3 4 0 0 + 'أو‎ 0 7 ( 
58 8 8 كت‎ 0 3 
م |= ,أا اوت دا ك‎ 31 = 

قم ا للح و 8 8 # 
سد اچ الس 22 1 
2ت إت ل اانا أ6 5 6-4 
299 27 18 1 الت :1 


ا 

دن 

o 

5-6 

سم حر 
ی 

ت 


(o 


= 
1 
الم الس )ل سسس 
مم قجع 
ده تن 
1 
ar‏ حبر 
I‏ 
o‏ 
N ©‏ 


امسا الع شر 


الدالة الكميزة 
آ مخز لت مفو فة 


٠‏ - نظرية الباقي من أجل المصفوفات 

لتكن (4) = 4 مصفوفة مربعة ” × ۸ عناصرها فيح ولتكن 
(60.1) هجا + Bg + BATT‏ = (0) 8 
كشيرة حدود من الدرجة 5 معاملاتها ‏ 8 مصفوفات مربّعة ۸ × « عناصرها في . 
ومعامل الحد الرئيس في 4 +1 - » المصفوفة المميّزة ل 4 » هو بوضوح غير شاذ بحيث 
یمکن» وفقا للنظريتين (؟ه -۲) و ٥۲(‏ -7)» كتابة 
)60.2( به + (A)‏ © لمتحم دعم + قد -م) (0 0 = B()‏ 
حيث © و ,0 كثيرتا حدود مصفوفيتان من الدرجة 1 - ء ومعاملاتها مصفوفات» 
بینا ۸ و ,۸ لا يحويان ۸ . 

ويمكننا الآن إقامة البرهان على النظرية : 
نظرية (50 )١-‏ (نظرية الباقي) 

إذا قسّمنا كثيرة ا حدود ا مصفوفية في (60.1) على ۸7 - 4 كا في (60.2) حتى 
يتم ا حصول على الباقيين ۸ و ,۸ اللذين لا يحويان ۸ » فعندئذ يكون 
RIBA HBA Hs FB A Bj )60.3(‏ 
و 
R, = AB +A IB, ¥ FAB, FB, (60.4)‏ 

سنبرهن (60.3) فقط » ويمكن البرهان على (60.4) بطريقة مشابهة . لدينا مباشرة 
(AI - A9 + B, (A71 1— A71) + ...+ B,_, (^I— A) (60.5)‏ ره = B (A) —R‏ 


DE i 
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وبا أنه يمكن مبادلة 4 مع ۸7 ومع 4 مرفوعة لأي قوةء تماما كأي عقنة سلمي: فلدینا 
کا في الجير العادي 
)4 ري لحم +... + A" = ("711+ "2A‏ - راز 
وبالتالي فإن كل حد من الطرف الأيمن من (60.5) قابل للقسمة على ۸7-4 » وخارج 
القسمة هو كثيرة حدود معاملاتها مصفوفات . ولدينا إذن 
(7ذ-هم0()4 0 -غع - (0) 8 


بحيث تصم العلاقة الأولى في (60.2) مع ۸ كما هي معطاة في (60.3). وفضال عن ذلك , 
ووفقًا للنظرية (01 - 7) يكون الباقي وحيدًا . 

وسندعو # الباقي الأيمن و ,8 الباقي الأيسر عند القسمة على 4-27 . 

وفي الحالة التى تكون فيها (۸) 8 كثيرة حدود سلمية 
h4 BÊ (60.6)‏ فاج ONDINE SATE‏ 
يكون الباقيان متطابقين» ولدينا عندئذ : 

R=R, = bA + bA 1+ ... +b, _ لطعم‎ 

نرمز لهذا الباقي ب (4) م » كما نجد النظرية التالية : 


نظرية ٠١(‏ -۲) (نظرية الباقي من أجل مصفوفات سلّمِية) 

إذا قسمنا كثيرة حدود سلمية معاملاتها مصفوفات 7 ()9 على 4-17 
حتى ال حصول على باق ۸ لا يحوي 1 2 فسنجد عندئذ (4) و - 2 . 

وكنتيجة للنظرية ٠٠(‏ -؟) نجد مباشرة النظرية التالية : 
نظرية (50 - ۳) (نظرية التحليل إلى عوامل من أجل مصفوفات سلّمِية) 

تقبل كثيرة ا حدود السلمية 7 (1) 9 التي معاملاتها مصفوفات القسمة على 
4-7 إذاء وفقط إذاء كان 0= (4) و . 


Cayley - Hamilton نظرية كايل هاميلتون‎ - "١ 
رصق :03 #للدالة الم 327 يز ليق .. ولا وا الآن‎ 
ب 4-27 ) زهه للمصفوفة القرينة ل 27 - 4 كا عرفناها في الفقرة ل1١1» فمن‎ 


الدّالة المميّزة المختزلة لمصفوفة نا 


الواضح أن (11- 4) [4ه هي كثيرة حدود معاملاتها مصفوفات ولدينا وفقًا ل (17.3): 
(A-1 Dadi (A-A D -101 (61.1)‏ 

ومن هذه العلاقة الأخيرة نرى أن كثيرة الحدود الل (0)/ قابلة للقسمة على 
4-7 . وبالتالي فإن 0 = (4) ۶ وفقًا للنظرية  ”٠0(‏ ۳). وهكذا نكون قد برهنا 
النظرية : 


نظرية )١-51(‏ (نظر ية كايلي هاملتون) 

لتكن 4 مصفوفة ا عناصرها في حقل7. . إذا كانت (0)/الدالة 
ا مميّزة |.4- 4/ ل 4 » فعندئذ 0 - (4)/» أي أن كل مصفوفة مربعة تحقق معادلتها 
الم 

نظرية كايلي هاملتون هي واحدة من أشهر النظريات في بحث المصفوفات . 


توضيح : إذا كانت [1 1 = ۸ . فعندئل 11 + 6۸ - > (0)ثر . اوهنه: 
6A + 111‏ - *4 = (4)ز 
:غ-1 0 12 -0 1 | 
0 10 111 0 24 18- 13 18- 
- الدالة المميِّرة المختزلة 


رأينا سابقا أن كل مصفوفة مربّعة 4 تحقق دالتها المميّزة الخاصة . وعلى أي حال» 
فكثيراً ما تكون الأخبرة ليست المعادلة السلّمية ذات الدرجة الأدنى التي تحققها 4 . 


ونبرهن النظرية المهمة التالية : 
نظرية )١-51(‏ 

لتكن 4 مصفوفة مربعة ۸ × :« عناصرها من حقل7. ٠‏ ولتكن 
| +- فا = (ذ) ۶ الدالة العية ل4 . لنرمز ب (0 6 للقاسم ال مشترك 


الأعظم» مأتعوذًا بجی یکرت معامل ا حد الرئيس فيه له مغامل ا حد الرئيس 
نفسه في (0)/» » لجميع ا محدّدات ا مصعّرة ذات ال (1-:) صفًا في 1-17 . إذا عرفنا 
الآن 


1٩‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
)62.1( )2 00/0 - ) % 
فلدينا 
(1) 0= (4)%› 
(ii)‏ 0 = (3) ف هي ا معادلة اا ذات الب الأدلن التي قا “A4‏ 
(ذز) إذا كانت 0 = (۸) ص أي معادلة ا فقا 4 » فعندئذ تكون (0) ل 
قابلة للقسمة على (2 © » 
(۷) إذا كانت العوامل اللامتغيرة للمصفوفة 4-7 هي 
(0 ,© .... ,(0) ر ,(۸) e,‏ فعندئذ (۸) ,© = (0) ف . 
(۷) كل جذ ر ل 0 - (۸) ۶هو جذر ل 0 -(0 و . 


قبل كل شيء نلاحظ بوضوح أن () ۵ هو عامل من عوامل تجح 4| د )0 cf‏ 
باعتباره عاملاً لجميع المحدّدات المصغرة ذات ال (1-) صفًا في17 - 4 » وبالتالي 
يكون (۸) م كثيرة حدود. وبالإإضافة إلى ذلك. وبسبب اختيار معامل الحد الرئيس في 
(00» يكون معامل الد الرئيس في (0)# هو الواخد . وفضال عن ذلكء وباعتبار أن 
اللحددات آلف نوات 1= س قا ع1 - 4 هي» باستثناء ما قد 


يتعلق بالإشارة» عناصر من (3.1- 4) ز4ه » فإن كل عنصر من 2*-4) 240 هو 


800 
كثيرة حدود» أي أن هذه الأخيرة هي مصفوفة - ۸ . ولدينا الآن من (61.1) أن 
adj (4 - AD‏ 
I = 07 (62.2)‏ ا ي و (A4 - ۸D‏ 


ومنه نرى أن كثيرة الحدود السلمية 1 (۸) + قابلة للقسمة على 227 - - 4 . وبالاستنادء إلى 
النظرية (50 -۳) نرى أن 0 = (۸) © ونكون قد برهنا بالتالي (6. 

بعد ذلك لنفرض أن 6 = () × المعادلة السلّمية ذات الدرجة الأدنى التي تحققها 
4 ولنقسم (۸) على (۸)» فنجد 
x 0( + 8 (A) )62.3(‏ (0 و = (0 و 
حيث (۸) ۸ هي من درجة أقل من (۸)× » إن لم تكن صفرًا . وبتعويض ۸ب 4 في (62.3) 
نجد على الفور أن 0= (۸)4 . وبا أن 0= (۸) )زهي المعادلة ذات الدرجة الأدنى التي 
تحققها 4 » مالم يكن 0= ۸ » فإن هذا يقودنا إلى تناقض . وبا أن (۸) ف قابلة للقسمة 


الدّالة المميّزة المختزلة لمصفوفة 1۷ 


على (۸) × فإن (62.3) تصبح 
)62.4( (000 9< (0 و 
والآنء ووفقًا للنظرية ٠٠(‏ - ۳)» فإن 1 (3) × قابلة للقسمة على 11 - ۸4 
ولذلك يمكننا أن نكتب: 
(62.5) () © مجح م) x()1I=‏ 
حيث (۸) © كثيرة حدود FRE‏ وباستخدام (62.4) و (62.5) في (62.2) نحصل على : 
D0,‏ - )زهو = 00 2D‏ ل وري 
ومنهء باعتبار أن 27 - 4 غير شاذةء 
adj (4 - AD‏ 
0M) 7 0‏ 
والطرف الأيمن من هذه المعادلة الأخيرة هو مصفوفة - ۸ . ويمكن أن يكون 
الطرف الأيسر كذلك. فقط إذا كان كل عنصر من 7 ۸- 4) زهه قابلاً للقسمة على 
(0 ۾ (۸) 0 . ومنه 1 = (۸) ۾ » وهكذا نكون قد برهنا (1). 
ولبرهان (11) نستخدم تمامًا المناقشة نفسها التي استخدمناها لتبيان أن 0 = ۸ في 
q0)x() + RO), . )62.3(‏ = زو 
وإذا رمزناء كما في الفقرة 8ه ب (0 ير4 (2,....7 بأ »سا لاسر المعنترك 
الأاعظي اوا بمعامل يساوي حل الرقيمنء "قط ادات الصخْرة:ذات 
ال صفًا في ۸7 - 4 . فمن الواضح أن (۸) ,4 و (۸) , _ ,4 هماء باستثناء ما يمكن أن 
يتعلق بالإشارة» (۸) ۴= 2.11 - 4|و (۸) 0 » على الترتيب. ومنه وفقًا لتعريف «العامل 


اللامتغير» في (55.3) 
,0ء - © = روه 
وهو المطلوب ف .(iv)‏ 
وأخيراً لبرهان (۷) لدينا من (55.2) 
"fF 0) )52.6(‏ =( > (0 ,4 - (0 يه ... (0 بك (0 e,‏ 


وبا أن (0) ,» يقبل القسمة على كل (۸) ,ء » فمن الواضح أن كل عامل خطي من 
الجداء في الطرف الأيسر هو بالضرورة عامل من عوامل (۸) ,© . 
وهكذا نكون قد برهنا النظرية )١ - ٦۲(‏ بكاملها. 


11۸ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


وتدعى الدّالة (4)0 الدّالة المميّزة المختزلة أو الدالّة الصغرى ل 4 كما تدعى 
المعادلة 0 = (۸) ف المعادلة المميّزة المختزلة أو المعادلة الصغرى ل 4 . 


۳ - نظريات تتعلق بالدالة المميّزة المختزلة 
نظرية )١- ٦۳(‏ 
لتكن 4 مصفوفة غير شاذة عناصرها فيج . إذا كانت (0) 4 الدالة ا مميزة 
ا مختزلة ل 4 من الدرجة « » فيمكن التعبير عن معكوس 4 أي ' عل شك ل كثيرة 
حدود سلمية من الدرجة 1 - ۷ في 4 . 
ذلك لأنه إذا كتبنا 
ay. )63.1(‏ + “<° + لين + “ريه + كن د )و 
فعندئذ 0+ ,ه» باعتبار أنه. فيا عدا ذلك» يمكن أن يكون 0 = ۸ جذرًا 
للمعادلة 0 = (3) م وبالتالي للمعادلة 0 = |۸1 - 4| = (3)/ . ومن المعادلة : 
,0= ليه + (A) = A" +a A" 7... +a, _,A4‏ وي 
نجد بعد نقل 4,7 إلى الطرف الأيمن وقسمة الطرفين على ,4 - » 
.1 = شااد يو طن + a47‏ + م ل 


ومنه 
)63.2( لكيه + ۰۰۰ + ر + یھ ے کے 
نظرية (۹۳ -۲) 


إذا كانت (0 ه الدالة المميزة ا مختزلة لمصفوفة 4 » وكان (2) ع كثيرة حدود 
سلّمية في ۸ » فسيكون عندئذ (4) ۾ شادًا إذاء وفقط إذاء كان ل ( ۾ عامل مشترك 
(1) 4 » من درجة أكب رأو يساوي الواحد» مع (0 © . 
لنفرض أولاً أن ل (۸) م و () ۾ عامل مشتركًا () 4 . فيمكن عندئذ كتابة 
(00 (0 4 = (0 هو (0 ۸ (40 = (۸) ۾ » حيث (0 ب و (۸) ۸ شاكثيرتا 
حدود. ومنه 
.0= )4( ف )4( م = g (4) (A4) = h (4) 4 (A) y (A)‏ 


الدالة المميّزة المختزلة لضفوفة 114 


والآن 0 + (4) س باعتبار أن (۸) م هو الدالة الصغرى ل 4 . وبالتالي يجب أن 
يكون (0 وشادًا. 

لنفرض بعد ذلك أن (۸) ع أوَّلِي بالنسبة ل (۸) © . فعندئذ توجد كثيرتا حدود 
سُلّميتان (۸) »و (۸) ۸ » والأولى من درجة 1 - على الأكثرء بحيث إن 

mn () g (A) +n 0) p (A) =1 

ومنه وباعتبار أن 0 - (4) م » نجد 
m(A)g(A) =1, )63.3(‏ 
بحيث إن (4) ۾ غير شاذ. وفضلاً عن ذلك فإن (4) ” هو معكوس (4) ع . وهكذا 
نكون قد برهنا ليس فقط النظرية  57(‏ ۲) ولكن أيضًا النتيجة التالية : 


نتيجة (77- ۳) 

إذا كانت الدالة المميّزة المختزلة () ف لمصفوفة 4 من الدرجة »١‏ وإذا كانت كثيرة 
ا حدود السلّمية (0) ع أوّلية بالنسبة ل (0 © » فعندئذ يكون (4) م غير شاذ ويمكن 
التعبير عن ' [(4) ]على شكل كثيرة حدود في 4 من الدرجة 1 - «على الأكثر. 


)٤ - 1۳( نتيحة‎ 

إذا كانت (0 # و (0 ع كثيرقِي حدود سلميقين وكانت (0ء أولية بالنسبة 
ل (40 » فإما أن تكون الدالة النسبية في 4 » (4) ع/(4) ۸ » هي ا مصفوفة صف رأو 
أنه يمكن التعبثر عنها على شكل كثيرة حدود في 4 من الدرجة 1 - :على الأكثر. 


لبرهان هذه النتيجة الأخيرةء نلاحظ أولاً أنه إذا كانت (0 ۸ قابلة للقسمة على 
(0 م فإن 0 = (4) ۸ . وفيها عدا ذلك فإن (4) ۽ /(۸4) / يساوي جداء (4) / بكثيرة 
حدود من درجة أصغر أو تساوي ۷-1 » وكثيرة الحدود هذه هي 1-[(4) #] . وإذا كان 
القداء: هن عم عربة اکر أو ساري فیا بند الس عل 200 
p (A) = q )0( ¢ (A) + > (A),‏ 


Fine, College Algebra, (Boston 1905), pp. 208-209. (#%) 


حلا مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


حيث (0+ من درجة أصغر أو تساوي 1- » . ومنه نجد 
(A) = t(A),‏ م 
وهذا يرهن النتيجة (1۳ - 5) . 


والآن لتكن عناصر 4 في حقل2. ولنفرض أن الدالة المميّزة المختزلة 00 © 
ل 4 غير قابلة للاختزال في . فإما أن تكون كل كثيرة حدود سلّمية (۸) ع معاملاتها 
في . قابلة للقسمة على (3) م أو أنها أولية بالنسبة ل () © . أي أنه حسب ترتيب 
الحالتين» إما أن تكون 0 = (4) ع أو أن لها مقلوبًا هو كثيرة حدود في 4 . ومنه نجد أن 
مجموعة كل كثيرات الحدود السلّمية في 4 . التي تكون معاملاتها ي » تشكل حقالً» 
ذلك لأنه من السهل التحقق من أن الشروط (1.1) » ... » (1.6) و (1.9) مليّاة. 


نظرية  ”7(‏ ه) 

لتكن 4 مصفوفة مربعة عناصرها في حقل. . إذا كانت الدّالة ا مميّزة ا مختزلة 
(0) # ل 4 غير قابلة للاختزال فيج » فإن جموعة كل كثيرات ا حدود السلّمية 
في 4 من درجة أصغر من أو تساوي ۷-1 » ومعاملاتها في » تشكل حقلا. 


توضيح : الدّالة المميّزة المختزلة ل [ّ ؟_ ] = 4 هي 12+1. وهي غير 
قابلة للاختزال ضمن حقل الأعداد الحقيقية. ومنه فإن مجموعة كل كثيرات الحدود 
الخ ى قيس تات هة اع عسموعة قل المفرقات من الفقل 
1 *_] = 4ر + ند » حيث دو رحقیقیان تشكل حقلا. 


٤‏ - المصفوفتان 48 و84 
لتكن 4 و 8 مصفوفتين مربعتين ۸ × عناصرهما في حقل. . إذا لم تكن كل 
من 4 و 8 شاذتين فعندئذ تكون 48 و 84 متشاممتين» وبالتالي فإنه ليس لما فقط الدّالة 
المميزة نفسها ولكن أيضًا الدّالة المميّزة المختزلة نفسها. وهكذا إذا كان 0 ع |4| فإن 
4 = 4 (84) 4-1 . وعلى أي حال» فإنه إذا كانت كل من 4 و 8 شاذتين» فإنه 
سييقى ل 48 و 84 الدالة المميّزة نفسها ولكن ليس من الضروري أن يكون لما الدالة 
المميزة المختزلة نفسها. 


الذالة المميّرة المختزلة لمصفوفة 5 
ورهن العبارة السابقة بسهولة كما يلي : وفقًا للنظرية ١1(‏ -؟) توجد مصفوفتان 
مو 0 » عناصرهما في » بحيث إن 


4ı = PAQ = 1 
0 0 


حيث +هى رتبة 4 . وإذا وضعنا الآن 


B, = 0) الصو‎ 8 8 - 
Bzı Bsa 


حيث ,8 مصفوفة مربعة + + » ونستنتج من العلاقة 
ا-مورمم = A,B, = PAQQ 'BP”1‏ 
أن ل ,4,8 الدّالة المميّزة ل 48 نفسها. وبصورة مشابهة نستنتج أن ل 8,4 الدالة 


. المميّزة ل 84 نفسها‎ 
ومن العلاقتين‎ 
ABs = 1 7 BA, = - 1 
0 0 Ba 0 
لدينا‎ 
IAB - 1| = 3 A, Ba : 
0 —\I-, 
BA, — XI = چ‎ =A, 0 
Ban =A 


ووفمًا لنشر لإبلاس» من السهل رؤية أن قيمة كل من المحدّدتين هي 
A”‏ يها . 

ولكي نبينٌ أنه إذا كانت كل من 4 و 8 شاذتين فليس من الضروري أن يكون 
للمصفوفتين 48 و 84 الدالّة المميّزة المختزلة نفسهاء ويكفي أن نعطي توضيحًا 


بسيطًا. فإذا كان 
l=] !‏ ؟]«ه 


مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


ق إا همل 08 = 84 » والدالتان الميّزتان المختزلتان للمصفوفتين 


لتكن (۸) م و (۸) به الدالتين المختزلتين ل 48و 84 على الترتيب . إذا كان 


¢) = ۸ + ۱ + 7 +. hê, ê, = 3 N7 


(AB) = Z c,(AB)' ' =0 )64.2(‏ و 
والآن 

(i= 0, ...,۷)‏ ! “أ B (AB) A = B (AB) (AB)... (AB) A = (BA)‏ 
ومنه بضرب طرفي (64.2) على اليسار ب 8 وعلى اليمين ب 4 » نجد 


0 = B{(AB)A = >, '*-“(ارظ)ه‎ = (BA)-¢$(BA). 


وبالتالي تحقّق 84 المعادلة 0 - (0 # ۸ . ووفقًا لذلك» وبالاستناد إلى النظرية 
(؟5 - )١‏ (11) فإن (۸) 0 ۸ تقبل القسمة على (۸) 1 . وبصورة مشابهة فإن 
() 1 تقبل القسمة على (3) 9 . ومن السهل أن نبينٌ بدءًا من هذين الشرطين حتمية 
تحقق إحدى العلاقات التالية : 

O), © (0) = )30, 00 = +00‏ بع () و 
وهككذذ) تكون قد برها النظرية الثالية : 


نظرية )١-554(‏ 
لنرمز ب 4 و 8 لمصفوفتين مربّعتين ۸ × «عناصرهما في حقل. . إذا لم تكن كلتا 
الصفوفتين 4 و 8 شاذتين» يكون للمصفوفتين 48 و 84 » ليس فقط الدالة ا مميزة 
ا وآن] افا الدالة امير ا تفسهاء وآ كانت :رو قان رة 
ل 48 و 84 الدالة المميّزة نفسهاء ولكن ليس بالضرورة الدالّة ا مميّزة ا مختزلة نفسها . 


الذالة المميزة المختزلة لمصفوفة 


VY 


وفي جميع الأحوال» يمكن أن تختلف الدالتان المميزتان ا مختزلتان ل 48 و 84 


بالعامل1 على الأكثر. 


تمارين 


أوجد الدالّة المميّزة والدالّة المميّزة المختزلة لكل من المصفوفات 4 التالية» ومن 


3 


أجل كل مصفوفة غير شاذة / أوجد 4-١‏ ككثيرة حدود سلمية من درجة أصغرية في 4 . 


۱ 


© NN. oO للع‎ o 


© © ~~ 


ين س © © 


0 
0| (۲ 
2 


2 1 
1 0 
0 0 
0 2 
2 0 
0 0 
83 3 
5- 4.- 
8 2 
3-00 
4 1 
0 1 
ات 2 
4 1ت 90 
لوحم 4 ات 
2 1- 1 
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مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


من أجل الأزواج التالية 
المميزة المختزلة ل 48 ول 84 . 


00 


(8 


2 
-1 2 
-1 
-2 

4 2) 
-2 


(1٤ 


11 1 ۸ × ۸ إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين مربّعتين‎ (١ 
هو الصفر.‎ 0 = 48 - 84 


3 
ا 


2 
1 
-8 
-2 
6 
-4 


1 
3 
4 
-1 
-3 
0 
4 
-4 


٣ 


| 


B= 


B= 


Bs 


من المصفوفات «A‏ 8 أوجد الدالّة المميزة والدالة 


ثر المصفوفة 


۷( لیکن :و # مبحيحين موجبين» 2 < ورور ولتكن أبعاد 4 و 8 هي ۸ × :7 


cnxmy‏ على الترتيب . بن أن 
ونج مه "تسرد |,1\- [AB‏ 


۸ إذا كانت 4 و 8 و© مصفوفات مربّعة «*» . فبينٌ أن لكل من المصفوفات 


. الدالة المميّزة نفسها. عمم‎ CAB, BCA « ABC 


8 من أجل كل من الأزواج التالية من المصفوفات 8 و2 » حدّد ما إذا كانت‎ )٩۹ 
مشابهة ل 2 أم لاء وفي حال التشابه أوجد مصفوفة غير شاذة م بحيث إن‎ 


BP = PD 


اتس ں لئامس شر 
الص(نغ 
القانونية لمصفوفة 


ه" ‏ علاقة التكافؤ 
لنعتبر جموعة مصفوفات ... ٤,‏ ,8 ,4 عناصرها في حقل 2. » ولنفرض وجود 


علاقة ثنائية» نرمز لها ب ك » تتصف بالخواص الأربع التالية : 

(65.1) إما 8 ك 4 أو 8 ل 4 « (العلاقة حتمية (Determinative‏ . 

(65.2) 4 ك 4 » (العلاقة انعكاسية 26/096 ) . 

(65.3( إذا كان 8 ع 4 فإن 4 ك 8 (العلاقة متناظرة SY"‏ ) . 

)65.4( إذا كان 8 ڭ م و ٥‏ ک 8 فإن © ك 4 (العلاقة متعدية 1۷ا5٣‏ ) . 


وسندعو مثل هذه العلاقة علاقة تكافؤ. *» 


وكأمثلة على علاقة تكافؤ يمكن ذكر ما يل : 

(] 4 مساواة فعلية'8 = 4 » حيث 4و 9 مصفوقتان 8 × :8 .. وهو الشكل الآكثر 
تَقييدًا لعلاقة تكافؤ. 

(ب) تكافؤ مصفوفتين « × ” تحت تحويلات ابتدائية. وفي هذه الحالة 8 ك 4 إذاء 
وفقط إذاء كان ل 4و8 الرتبة نفسها. وهي إحدى أقل علاقات التكافؤ تقييدًا . 

(ج) لقاره سق ف م فج FE Eka‏ 

( د ) تطابق مصفوفتين مربعتين ۸ × م ©46"© » حيث © غير شاذة . 

وسنشير غالبا إلى الخواص (65.2) » (65.3) و (65.4) على أنها الخواص 7 - 5 - ۸ ) , 

* تدعى غالبًا علاقة مساواة. 


نارفا 


۲١‏ مدخل إلى نظرية المحدٌدات والمصفوفات 


ولتبيان أن علاقة التغابه ققق الخواص 7 - 5 - ۸) نلاحظ أن )١(‏ 
4 ع ۰1'41 (۲) إذا كان 8 = مما -م فعندئذ 4 = 0-180 » حيث 
= 0-1 ۰ (۳) إذا كان 8 = ےم R۴ BR = ©٠‏ فعندئذ © = 0-140 
حيث PR‏ = 0 , 
وتقوم علاقة تكافؤ معرفة من أجل مجموعة من المضفوفات بفرز هذه المجموعة 
إلى فصول تكافؤ. ويتألف الفصل الذي تنتمي إليه المصفوفة 4 من جميع 
المصفوفات × من هذه المجموعة التي تحقق 4 ك × . وفي خالة المساواة الفعليةء 
لا يحتوي كل فصل إلا على مصفوفة واحدة . 


- الصيغ القانونيّة لمصفوفة تحت تحويلات التشابه 

لتكن 4 مصفوفة مربّعة « × ” عناصرها في حقل. ولتكن 7 مصفوفة غير شاذة 
عناصرها في ۶. . فمجموعة كل المصفوفات ۶٣4۴‏ تؤلف فصلل من المصفوفات 
المشابهة ل 4 وتوجد بعض من مصفوفات هذا الفصل تكون أبسط من حيث تركيبها 
من المصفوفات الأخرى في الفصل نفسه ما يوضّح وجود خواص معينة لا متغية يتصف 
بها هذا الفصل . وتعرف هذه المصفوفات بالصيغ القانونية . ولاثنين من هذه الصيغ 
القانونية أهمية خاصة. )١(‏ صيغة جورادن القانونيّة أو الصيغة الكلاسيكيّة . 
و(۲) الصيغة القانونيّة القياسيّة . وشخ الأولى القواسم الابتدائية للمصفوفة المميّزة 

٠4 - 1‏ بينها توضّح الأخرى العوامل اللامتغيّرة ل .A- ٠1‏ 


۷ - صيغة جوردان القانونية لمصفوفة 
لتكن ۸ مصفوفة مربّعة « × عناصرها في حقل الأعداد المركبة . لتكن القواسم 
الابتدائية ل ۸7 - 4 مكتوبة بأي ترتيب هي : 
(Zv, = n), (67.1‏ ,“يه =(« A-a)", (= ay),‏ 
حيث المقادير » هي الجذور المميّزة ل 4 » وليس من الضروري أن تكون كلها متميّزة. 
وإذا استطعنا الآن كتابة مصفوفة 7 بحيث يكون ل ۸7 - / القواسم الابتدائية في 
(67.1) » فإن 7 ستكون. وفقا للنظرية (9ه -؟). مشابهة ل 


الصيغ القانونيّة لمصفوفة TY‏ 


وقبل كل شيء نكتب مصفوفة J,‏ مربعة ,۷ × ,۷ بحيث يكون ل ۸7- 7 القاسم 
الابتدائي الوحيد "(» - ).ومن الواضح أنه من أجل 1 < ,+ تتصف المصفوفة 


المربعة ,۷ × ,۷ 
0 0 0 1 يه 
a; 1 ‘۰۰° 0 0‏ 0 
(67.2). 1غ ين ; مسق 3153318335 ۸ERS‏ كر 
آل عه مس 0 
:« 0 0 


التي تحوي ,»في كل مكان من القطر الرئيس» و1 في القطر الذي يعلوه مباشرة» بالخاصة 
المذكورة تمامًا. ذلك لأن "(۸- ,») = |۸1 - ,| » بين| قيمة المحدد المصغر ذي 
ال 1 - ب صما والناتج عن حذف الصف الأخير والعمود الأول هي الواحد. وبالتالي 
فإن القاسم المشترك الأعلى لجحميع المحدّدات الصغرى من |27 - .7| ذات ال (1-,۷) 
سا قو الواجلة» بحيث يكون ل ۸7 - / العامل اللامتغير الوحيد "(ه - )١‏ وبالتالي 
فله في هذه الحالة قاسم ابتدائي وحيد. وإذا كان 1 = ,۷ نأخذ كمصفوفة ,/ المصفوفة 
1 × 1 :(ه) التي يوجد لمصفوفتها المميزة (۸- ,») القاسم الابتدائي الوحيد ,۾ -۸. 


يمكننا الآن أن نكتب مباشرة مصفوفة 7 مربعة ۸ × ١‏ قواسمها الابتدائية هي 
العبارات في (67.1). وفي الحقيقة فإن المصفوفة من النوع المطلوب هي المصفوفة 


0 0 ذل 
(67.3) ب الس د ا 
0 0 


حيث ,لهو المصفوفة المربعة ٠,‏ × ۷ المعرّفة في (67.2) » إذا كان 1 < ,۷ » بنا J,‏ 
هى المصفوفة زه المؤلفة من عنصر واحد. إذا كان E‏ وبالاستناد إلى النظرية 
”) تكون القواسم الابتدائية ل ۸1- دهي القواسم الابتدائية 


۲۸ مدخل إلى نظرية المحدٌدات والمصفوفات 


E‏ 2 دما مألخوذة مع بعضهاء وهي بالتالي العبارات المذكورة في 
(67:1). 

وسنشير إلى J‏ في (67.3) على أنه صيغة جوردان القانونية تحت تحويلات التشابه 
لمصفوفة 4 مربعة ” × 8 » القواسم الابتدائية لمصفوفتها المميّزة هي تلك المذكورة في 
(67.1) . 


وبدلاً من استخدام الشكل ,في (67.2) » الذي يحوي المقادير 1 في أول قطر 
يعلو القطر الرئيس» يمكن استخدام ,1 منقول المصفوفة ,7. وهو يحوي المقادير 1 في 
أول قطر تحت القطر الرئيس» والذي يمتلك أيضًا القاسم الابتدائي الوحيد 
"= : ويشير بعض الكتاب إلى '7 » منقول المصفوفة في (67.3) على أنه صيغة 
جوردان القانونيّة . 


وبدلاً من المصفوفة ق (67.2) لنعتبر المصفوفة المربعة EE‏ 


۰ 0 Ci 


حيث المقادير © في القطر الأول الذي يعلو القطر الرئيس (القطر العلوي الأول) هي 
أعداد اختيارية لا يساوي أي منها الصفر. وفي الحقيقة يمكننا الذهاب إلى أبعد من 
ذلك ونضع بدلاً من الأصفار فوق القطر العلوي الأول أية أعداد كانت. ومن السهل 
أن نتحقق عندئذ من أن للمصفوفة الناتجة القاسم الابتدائي الوحيد "(ه -2) , 
وبالتالي يمكن اختيارها كصيغة قانونيّة بذلا مق لا وقد اختيرت هذه الأخيرة» على أي 
حال. لأنها أكثر بساطة . 


الصيغ القانونية لمصفوفة ا 


توضيح : صيغة جوردان القانونية لمصفوفة الى بحيث تكون القواسم الابتدائية 
ل4-17: 27 + ) » 2 + ۸و ”(۸-4) ھی 


-2 1 0 
0 -2 1 
0 0 -2 


1 1 
1 1 
1 0 
0 0 
! 
١ (67.4)‏ ممه الا اي ل E‏ | أن 
2 
!ل 
0 0 


- مصفوفات بقواسم ابتدائية خطية 

في الحالة الخاصة التي تكون فيها جميع القواسم الابتدائية خطية . نختصر صيغة 
جوردان القانونيّة إلى مصفوفة تكون القوالب القطرية فيها هي عناصر 1 ×1 . أي إلى 
مصفوفة قطرية. وهكذا إذا كان ل ۸7 - 4 القواسم الابتدائية 
ays =a, (68.1)‏ = وريه =1 
فإن صيغة جوردان القانونية ل 4 هي 
)68.2( لياه ,<< J = diag (“ys‏ 
وينبغي ملاحظة أن المقادير » هنا ليست مختلفة بالضرورة . 

وعلى العكس, إذا كان 2 معطى ب (68.2) > وكانت 4 أي مصفوفة ة مشابية 
ل ل فعندئذ يخرن ل27-/. وبالتالي 6ك - 4 » القواسم الابتدائية ا لخطية في 
(68.1) » وذلك وفقًا للنظرية (5ه .)١-‏ 

وهكذا نكون قد برهنا النظرية التالية : 
نظرية )١-74(‏ 

الشرط اللازم والكافي لتكون ا مصفوفة 4 ا مربعة ۸ × 7 مشاءبة مصفوفة قطرية 
هو أن تكون القواسم الابتدائية ل ۸7- 4 خطية . 


Ya‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


لتكن (۸) م الدالة المميّزة المختزلة ل 4 ولتكن ,() ,© .... ,(۸) ره ,(۸) ,© 
العوامل اللامتغيرة ل 4-27 . فبالاستناد إلى النظرية )١ - ٦۲(‏ يكون 
(0 ,» - (0 م . والآن إذا كان ل /3- 4 قواسم ابتدائية خطية فعندئذ يكون 
ل 0 مزال متميزة خطية وفقا للنظرية (5ه  .)١‏ وعلى العكس» إذا كان 
ل () ,ء عوامل متميّزة خطية» أو باعتبار أن كل (۸) ,© هو عامل ل »٤,)۸(‏ فسيكون 
لكل () ,» عوامل مشميرة خطية دالا قإن الان با 17-7 - 4هي جميعها 
ê‏ . وهذه النتيجة بالاشترا تراك مع النظرية (58 - )١‏ تنتج النظرية التالية : 


نظرية (54-؟7) 

تكون مصفوفة مربعة 4 مشامهة مصفوفة قطرية إذاء وفقط إذاء كان للدالة 
المميزة ا مختزلة ل 4 عوامل حطية متميزة فقط . 

لذا ايتا النتيجة المباشرة : 
نتيجة ٦۸(‏ - ۳) 

تكون مصفوفة مربعة ۸4 جذورها المميّزة كلها متميّزة مشاببة دائ لصفوفة 
فظرية. 


- الصيغة القانونيّة القياسية لمصفوفة 
لتكن 4 مصفوفة مربّعة « × ۸ عناصرها في . . وكثيراً ما تقع الجذور المميزة 
,» ...ره »ل 4 في حقل موسّع للحقل2. . وهكذا إذا كانت عناصر 4 أعدادًا 
نسبية » فإن الجذور المميّزة» أو بعضها على الأقل» يمكن أن تكون أعدادًا غير نسبية 
أو ربا أعدادًا مركبة . 'وبالتالي فقد تحوي صيغة جوردان القانونيّة أعدادًا مركبة أو 
أعدادًا غير نسبية . 


والصيغة القانونيّة القياسية التي سنعرّفها الآن توضح العوامل اللامتغيرة 


ولا تخضع للاعتراض المذكور أعلاه. 
ونبرهن أولً التمهيدية التالية : 


الصيغ القانونية لمصفوفة ا 


تمهيدية (59 )١-‏ 
لتكن 4 مصفوفة مربعة ۸ × ۸ عناصرها في حقل”. . ولنفرض أن 4-27 
ها عامل لا متغير واحد فقط (0) ,© يختلف عن ال 1 + . إذا كان 


(69.1) على Es ER‏ كير روسل كيو وه ê OSP‏ 
0 0 1 0 
0 0 56 0 0 
(69.2) | 1 ® . 5 خم 
1 0 0 0 
د لحم طش روت ا 


ونلاحظ أن الصفوف ال 1 -« الأولى من ۸ تتألف من أصفار باستثناء ما كان من 
عناصرها في القطر العلوي الأول فهي تساوي الواحد . بينما يحتوي الصف الأخير على 
معاملات (۸) ,© . باستثناء معامل الحد الرئيس» مكتوبة بترتيب معكوس ومسبوقة 
بإشارة سالبة . 

ولكي نبرهن التمهيدية نحتاج فقط لتبيان أن العوامل اللامتغيرة 
للمصفوفة -1 : 


0 0 1 4 
0 0 0 
E Fg 1 0‏ 
۸- 0 0 
إل يوحت ھت مه پو پو 
هي (۸) ,1,6 ,... ,1,1 » حيث (۸) ,» معطى في (69.1). لنعرّف كثيرات الحدود 
(0 ا(0 ركبا يل : 1-ه- دور =۸ 2 ره = ۸+ ره = در 


~a A e‏ ...هر ره e‏ - = ير. ومن السهل أن نتحقق عندئذ 
من أن (0) ٠,‏ - = () ,م . لنطبّق الآن على 7-27 التحويلات الأولية التالية : نضيف 


IY‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


ل العمود ۸-1 جداء العمود Asn‏ وفي المصفوفة الناتجة» نضيف إلى العمود 2 - ۸ 
جداء العمود 1 - ۸ ب 1 . وتستمر الطريقة حتى نضيف أخيرا إلى العمود الأول جداء 


0 1 0 0 
0 0 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 


O دم‎ °“ hM HM 


إذا طرحنا الآن من الصف الأخير الصفوف ال ۸-1 الأولى بعد ضرب كل متها بعدد 
مناسب ثم وضعنا العمود الأول كآخر عمود» فإننا نختصر 5-27 إلى الصيغة 


0 1 0م 0 6ه‎ 
e BEKR ELBA (69.3) 


0 0 :** 1 0 
0 0 ٠.٠٠0 0 f0 


ومن الواضح أنها تمتلك العوامل اللامتغيرة (0) f,‏ "(1 -) = (3) ,» ,... ,1 ,1. وهو 


المطلوب . 
لنفرض الآن أن العوامل اللامتغيّرة ل ۸7- 4 هى 
(0,e, (MD), ..., >) (69.4)‏ ایا 
حيث (۸) ,» من الدرجة = ,)و (0 ٩‏ تقبل القسمة على 
(3) © (1 -ء,... ,1,2 > ). نكتب الآن المصفوفة التي يتألف قطرها من قوالب: 
0 20 
Rs 0|, (69.5)‏ 20م 


الصيغ القانونية لمصفوفة نهنا 
حيث ,1 هي مصفوفة مربّعة ٠,‏ × ر« مثل ۸ في (69.2) » والصف الأخير من ,1 يحوي 
معامل (۸) ,© تمامًا کا يحوي ۸ في (69.2) معامل (0 ,© . ومن السهل رؤية أن 
7 - + تمتلك تمامًا العوامل اللامتغيرة في (69.4). ذلك لأنه بدون التأثير في القوالب 
الباقية» يمكن تطبيق تحويلات ابتدائية على صفوف وأعمدة 27 - ۸ » كا في برهان 
التمهيدية تماما وذلك حتى يتم اختصار القالب المعنيّ إلى الصيغة (69.3). ويمكن 
القيام بذلك بالنسبة لكل قالب من القوالب. وعندئذ يمكن القيام بانسحابات 
للصفوف وللأعمدة حتى يتم اختصار 7-27 إلى صيغة سميث الناظمية حيث تحتل 
العناصر في (69.4) مواضع القطر الرئيس . وستدعى 8 في (69.5) الصيغة القانونية 
القياسية للمصفوفة 4 التي تمتلك مصفوفتها المميّزة العوامل اللامتغيرة في (69.4). 


توضيح : اكتب الصيغة القانونية القياسية لمصفوفة 4 مربئعة 5 × 5 تمتلك 
مصفوفتها المميّزة العوامل اللامتغيّرة 1» 1ء 1ء 1+ ۸+ ۸-1 . 
حل : الصيغة القانونية القياسيّة هي 


يقال عن مصفوفة مربعة « × #دالتها ا مميّزة ا مختزلة من در جة أصغر من « : 
إنبا مصفوفة متردية . وإذا كانت الدالة المميزة ا مختزلة هى الدالة ا مميزة للمصفوفة 
نفسها. قلنا: إنها غير متردٌية . 

والآن يمكننا كتابة النظرية التالية: 
نظرية (7-59) 

کن غا معي 16 و( عة حدود كيفية قن 
الدرجة × » معامل ا حد الرئيس فيها يساوي الواحد وا معاملات ,هفي حقل. . فتوجد 


۳4 قق ال تقزرية الحتدات روات 


مصفوفات 4 مربعة « × ١‏ » غير متردية » عناصرها في. ويشكل () ,+ دالتها المميزة 
ا مختزلة» وفي ا حقيقة تشكل ۸ في (69.2) » أو أي مصفوفة 4 مشابهة ل ۸ وعناصرها 
فيح » مثل هذه ا مصفوفة . 


- المصفوفات معدومة القوى 
تعريف 
لتكن ۸ مصفوفة مربعة عناصرها في حق ل . إذا كان يوجد عدد صحيح 
موجب ١‏ بحيث إن 0 = ”۸ » فيقال: إن ۸۷ معدومة القوى . وإذا كانت أصغر عدد 


صحيح موجب بحيث إن 0 = "۷ فيقال : إن / معدومة القوى دليلها *” . 


وعلى سبيل المثال» إذا كانت [1_ ]= ۷ فان 12-0 . وبالتالي تكون ۸ 
مصفوفة معدومة القوى دليلها 2. 

لتكن ‏ معدومة القوى دليلها ” . فعندئذ تحقّق ١‏ المعادلة السلّمية 0= ”۸ , 
ومنه وبالاستناد إلى النظرية (515 - ١)ء‏ تكون الدالة المميّزة المختزلة (3) © ل ١‏ عامل 
من عوامل ۸ » وبها أن 0 * ۸ (” > ) فيجب أن يكون ”۸= (۸) ف . وهكذا فإن 
جميع جذور المعادلة المميّزة المختزلة. وبالتالي واستنادًا إلى النظرية »)١  517(‏ ل ١‏ 
تكون مساوية للضفر: وعلى العكس. لنفرض أن الجذور المميّزة ل ۸ جميعها أصفار, 
فالمعادلة المميّزة ل // هي إذن 0 = ”۸ » ومن نظرية كايلي هاميلتون يكون 0= "۸ . 


وهكذا نكون قد برهنًا النظرية : 
نظرية )١-۷١(‏ 

لتكن N‏ مصفوفة مربعة ۸ × «عناصرها في حقل. . فالشرط اللازم والكافي 
لتكون N‏ معدومة القوى هو أن تكون جميع ا جذور ال مميّزة ل ٨‏ مساوية للصفر. وإذا 
كانت N‏ معدومة القوى دليلها :ء فإن ”لا يمكن أن تتجاوز « . 


ونحصل عل صيغة جوردآن القائونيّة .اضصقوقة معدومة القوي /2 من اللصفوقة 
في (67.3) وذلك بوضع 0 بدلاً من كل ,4 . وإذا كان أكبر قالب قطري عبارة عن 
مصفوفة مربعة ,۷ × ٠۷,‏ تكون ١N‏ مصفوفة معدومة القوى دليلها * . 


ااا ع 00( د 0 8 


- المصفوفات الدورية 


تعريف 

يقال عن مصفوفة مربّعة 2 عناصرها في حقل. : إنبا دوريّة إذا كان يوجد عدد 
صحيح موجب ۸ بحيث إن 
pê (71.1)‏ 


وإذا كان 6 أقم ل عدد صحيح موجب تتحقق من أجله (71.1) » فنققول: إن ۸ 
هو دور ۴ . وبصورة خحاصة» إذا كان 1= » فعندئذ 2 = 5 وتسمى 8 عندئذ 
متساوية القوى. 

وبما أن ٤‏ تحقق المعادلة انسل 0 = 0628-1 > وليس لما أية جذور 
مكررة» وباعتبار أن الدالّة المميّزة المختزلة (0)3 ل ع هي» وفقًا للنظرية 
»)١- 5(‏ عامل من عوامل (1- “)۸ فتستنتج أنه ليس ل 0= (0 ٠‏ أي 
جذر مكرر. وبالتالي» وبالاستناد إلى النظرية (58 - ؟)» تكون ع مشابهة 
لمصفوفة قطرية» حيث يكون كل عنصر من عناصر القطر إما صفرًا وإما أحد جذور 
العادلة 1 - *2 . وفضكٌ عن ذلك» وبالاستناد إلى النظرية (58 - »)١‏ فإن قواسم 
2-7 الأولية هي قواسم ed‏ 

وعلى العكس. ليكن ل 4-۸7 قواسم اا ع إذا كانت 
© .... وره ,نه الجذور المميّزة ل 8 فعندئذ تكون ٤‏ مشابهة للمصفوفة 
القطرية: (ينه .... بوه رب»ه) عمنك . ومنه ٤‏ -1+*5 إذاء وفقط إذا» كان 

دالةا يون أي إذاء وفقط إذاء كانت المقادير » أصفارًا أو جذورًا للواحد 

من المرتبة ۸ . ومن أجل ۸ > : > 1ء إذا كان » الجذر الأولي من المرتبة ,0 للواحد 
.... ,2 ,1 - 6 » بينم 0 = به (م ,... ,1 + ى > ) » وإذا كان » المضاعف المشترك 
البسيط لملا ,... ورلا ۷ » فإن (71.1) هي المعادلة السلمية ذات الدرجة الأدتق التي 
تحققها E‏ . 

ومنه نجد النظرية : 
نظرية )١-۷١(‏ 

تكو الصفرقة در آي آن تحفق ساد من الل ج .1+ خب ۽ 
إذاء وفقط إذا كانت القواسم الأولية ل 8-17 قواسم خطية» وكانت ا جذور ا مميّزة 


ادا مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
ل إما أصفارًا أو جذورًا للواحد من ا مرتبة 4 . 

وكتوضيح للمصفوفات الدوريّة, لنعتبر المصفوفات ع غير الشاذة بحيث إن 
٤‏ = . وبأ ن غير شاذة فهي تحقق المعادلة 0= 2-1 . وبالتالي فإن الدالة المميّزة 
المختزلة ل 5 هي من عوامل 1 -22 . إذا فرضنا أن/ + +£ » فإن الدالة المميّزة 
المختزلة هي 22-1 . أي أن الجذور المميّزة هي 1 + » 1- . ومنه يكون ع مشابًا 
لإحدى المصفوفتين القطريتين 


0 0 1 
)71.2( اة كت انايد 
1- 0 0 


وني الهندسة الإسقاطية يدعى تحويل خطي متجانس مصفوفته هي إحدى 
المصفوفتين في (71.2) الشباه التوافقي . 
۲ - تصنئيف التسامت 
لیکن [,* .... دوك .ر“] = × و [ولا .... درا ل] = لآ متجهي عمود بعد كل منها 
cn‏ ولتكن (,4) = 4 مصفوفة مربّعة ۸ × » » فوق حقل 3# . وكا في الفقرة 8 
سندعو علاقة المصفوفات 


Y= AX (72.1)‏ 
التي نحول بوساطتها اجه × إلى المتّجه ۲ » تحوياد حطيًا متجانسًا. وتحت التحويل 
(72:1) لذا جولنا المتجهات ...و إل المتجهات ا ...ا » على الترثيب.. 


فعندئذ يتحول» وفقًا ل (72.1) » المتجه النموذجى ,رغ + ... + ,2 للفضاء المتجهى 
الخظى المتولد عن المتجهات ب ,....,ة إلى المتّجه ,+ ... + #١‏ للفضاء الجهى 
الخطي المتولّد عن المجهات ,¥ ,... ,7 . ۰ 

من أجل 4 = #يمثّل المتجه × . في الهندسة الإسقاطية. الإحداثيات الإسقاطية 
المتجانسة لنقطة في الفضاء. وليس المهم القيم × نفسها ولكن نسبها. وفي هذه الحالة 
وتحت التحويل (72.1) تتحول النقاط المستوية (في مسنوى واحد) إلى نقاط مستوية» 


الصيغ القانونية لمصفوفة YEY‏ 


وبالتالي تتحول الخطوط, تقاطع المستويات. إلى خطوط. وهكذا يدعى تحويل من 
اليج )1 حي امه الإسقاطية تسامبًا , وسريكتاية إذا كان 3 = ۸ فإن (72.1) 
مل تسامبًا في مستوى . ويدععى الشات كناذ) أو غير شاذ حسبما تكون 4 شاذة أو غير 
شاذة . 

رأينا في الفقرة ٠١‏ أنه إذا كانت © مصفوفة غير شاذة فإن التسامت 

Y= (C7 ا‎ 0( 

يمثل التسامت ×4 = ۲ نفسه» غير أنه منسوب إلى محاور إسناد أخرى وللمصفوفتين 
المت ل 4 و ©4! © القواسم الابتدائية نفسهاء كا أن صيغتي جوردان القانونيتين 
للمصفوفتين متطابقتان . 

لنفرض» علي أي حال» أن 4 و 8 مصفوفتان مربعتان ۸ × ۸ لا تمتلك 
مصفوفتاهما المميّزتان القواسم الابتدائية نفسهاء ولكن لما عير سيجر (ءإعء5) 
نفسه. أي أنه يوافق كل قاسم ابتدائي "(» - )ل ۸7 - 4 قاسم ابتدائي 
58 0-8 ل 8-17 له القوة ,0انفسها. هنا نتفق على أن 0 = ,8 إذا وفقط إذا كان 
0 > به . وصيغتا جوردان القانونيتان ل 4 و 8 تتطابقان عندئذ من حيث البنية وتختلفان 
فقط في الجذور التي تظهر في القطر. ونعتبر عندئذ التسامت ×4 = ۲ و ×8 - لآ من 
النوع نفسه. ونمضي الآن إلى تصنيف تسامت المستوي وفقًا للنوع : 

لتكن 4 مصفوفة مربّعة 3 × 3 عناصرها في حقل مركب ولتكن (0) ,© » (۸) ره 
و (۸) ,ء العوامل اللامتغيّرة ل7- 4 . فيوجد وفقًا للنظرية (07 - ؟) كثيرتا حدود 
ابتدائيتان معاملاتهها .. مصفوفات (2)0 و (۸) ۵ . بحيث إن 

(A — ^1) © (A) = diag [e, (^), e, (A), e, )0([‏ )^( م 
حيث المصفوفة القطرية في الطرف الأيمن هي صيغة سميث الناظمية. وإذا أخذنا 
محدّد كل من الطرفين وتذكرنا أن |٨|‏ و || عددان ثابتان يختلفان عن الصفرء فلدينا 
,0 / ع = (^)e, (A)‏ يه (0 e,‏ 

حيث (۸) هي الدالة المميّزة ل 4 . 

لنفرض الآن 0 = (۸) ها ثلاثة جذور متميّزة په ریه ,به جميعها مختلفة عن 
الصفر فعندئذ» ووفقًا للنظرية »)١-717(‏ تكون يه ,ره ,,» جذورًا ل 0= (0 ,© بحيث 
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إن (په - ۸ (يه -2) (ے -2) = (۸) ب ؛ بین 1= (0 يه = (0 ,6 . 


للمصفوفة ۸.1 - 4 قواسم ابتدائية خطية مشابهة للمصفوفة القطرية 


a 0 0‏ 
النوع1 |0 به 0| . وميّر سيجر هو [(1) (1) (1)]. 
«ay,‏ 0 0 


لنفرض» علي أي حال» أن 4 و 8 مصفوفتان مربعتان ” × » لا تمتلك 

مصفوفتاهما المميّزتان القواسم الابتدائية نفسهاء ولكن لما مير سيجر (©:5©8) 

نفسه. أي أنه يوافق كل قاسم ابتدائي "(» - )ل ۸7- 4 قاسم ابتدائي 

م - ۸) ل ۸7 - 8 له القوة «نفسها. هنا نتفق على أن 0 = ,6 إذا وفقط إذا كان 
1= )0 ف بع ¬ = (0يى (يه - 0 (ه - 0 = ee)‏ 


و 
ee )( = e, 0( > 1‏ (يه =( - 0 = (0 e,‏ 
وفي الحالة الأولى تكون صيغة جوردان القانونية . ومميّر سيجر هما: 
a 0 0‏ 
النوع 11 |0 به 0| » [()00]. 
«a‏ 0 0 
وفي الحالة الثانية تكون القواسم الابتدائية ”(,۸1- )و ,+ - ۸بحيث نجد 
0 0 يه 
النوع ۲71 |0 به 0| » [(2201)]. 
يه 0 0 
وأخيراء لتكن (۸) ۶ بحيث تحوي عاملاً ثلاثيًا “(ه -.. فمن السهل رؤية أنه 
توجد ثلاث حالات ممكنة : 


e4) - رةه‎ )0( =e, )0( -3- ©: 
e,0) = 0 - o), به 2د رمه‎ e, (0) =1, 
e, (۸) = 0-5, زمه‎ =e, (^) = 1 


الصيغ القانونيّة لمصفوفة ۹ 


في الحالة الأولى» نجد أن القواسم الابتدائية » -1 . »-1و»-24 . ونحصل 


في مقابل ذلك على 
«a 0 0‏ 
النوع 1۷ 0 & 0] û 1 Dlê‏ 
«a‏ 0 0 


وفي الحالة الثانية تكون القواسم الابتدائية ”(» - )و » - ۸ » وفي مقابل ذلك 


نجد 
0 1 2 
النوع ۷ 89 & 1|109 TO‏ 
© 0 0 


وفي الحالة الأخيرة يوجد قاسم ابتدائي وحيد (ه -2) » ويوافقه : 


a 1 0 
.]))3([ 0|»ء‎ a 1 ۷1 النوع‎ 
0 0 «a 


وقد فرضنا حتى الآن أن 4 غير شاذة» بحيث لا تكون أي من القيم » مساوية 
للصفر. وللحصول على الحالة التي تكون فيها ۸ شاذة» نسمح لإحدى القيم © 
بأن تساوي الصفر. وعند وضع 0 = » . تنبثق مصفوفات وحيدة عن الأنواع 1۷ » 
۷ و ۷1. ولا يوجد بالنسبة للنوع الأول أي فرق جوهري بين أن نضع 0= ,» » 
0 > يه أو 0 = يه . وعلى أي حال» ففي النوعين 11 و 111 نحصل على نوع مختلف 
جوهريًا عند وضع 0 - ,»عما نحصل عليه عند وضع 0 - ره . ولذلك فإنه ينبئق عن 
كل من هذين النوعين الأخيرين نوعان شاذان مختلفان بصورة جوهرية . والصيغ 
القانونية وتميّز سيجر في الحالات المتتالية هى : 

0 00 0 0 يه 


Û ])0 0011 IE O 0 O 1 D(DJ;‏ & 0 ا 
«a,‏ 0 0 0 0 0 
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a 0 0 0 1 0 
0 0 
IH. [0 a Ol, DD]; IIH. |o 0 0|, :ز0)©)‎ 
0 0 0 0 «a, 
a 1 0 0 0 
0 000 
1114. |o « 0|, ])2)0[: IV. (0 0 Oj, [111]; 
0 0 0 0 0 
0 1 0 0 1 0 
0 0 0 
V. lo o ol, [2DJ; vI. |o 0 1|, (GB. 
0 0 0 0 0 0 
تماريين‎ 


من أجل كل من المصفوفات التالية ۸ » أوجد العوامل اللامتغيرة والقواسم 
الابتدائية للمصفوفة المميّزة 7 - 4 واكتب الصيغة القانونية القياسيّة وصيغة جوردان 


القانونية ل 4 : 
=i [1 5 -2 -1‏ 1 
E‏ هه 2 
0 4- 6 3 48 1 
3- 3 1 83 1 8 
1 ا 2- 
2 0 0 1 1ب 4ب 
1- 0 3 @ © 5 
6 4 1 6 3 2 
5 10 5- 6ب 6- 
1 1- 2 1 2-1 
ا 2 60 هه 3 
1- 1 0 1 4 


ر 56 


الصيغ القانونية لمصفوفة 


هو 3 3 85- 24 13 
و اه 5 هب .ىم 25 15- 8- 
8 3 2 8 چ که 
قت 1 1 کت اق اوا 
6م 2د 28 2 4107 إلا 4 2 
د 8 3 2 5 
3 0 20 
ےک و ت 3 E E‏ 1 
۴ | 5 چ چ وت a‏ يت 1 
2- 0 0 1- آ= = 1 31 
1 ات a‏ 1 
4 2 2-3 
8ح 1 
فد أله # 


21 3 -2 3 


03 ۶ 
7) إذا كانت [نّ 9] = 4 قبن أنه لا توجد أية مصفوفة × بحيث إن 4 = 2 . 
[إرشاد: إذا كان 4 = × » فإن × معدومة القوى» ولكن 0+ × ] . 


0 1 6 

۷ إذا كانت |1 0 0| =4 فبين أنه لا توجد أية مصفوفة × 
0® € 0 بحيث إن 4 = × . 
1 0 

۸ إذا كانت |0 0 | A=‏ فأوجد أعم مصفوفة م بحيث إن 
0م 0 0 4 - 2 


5) بين أنه إذا كانت ١‏ مصفوفة معدومة القوى فإن صيغة جوردان القانونية (67.3) 
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والصيغة القانونية القياسية في (69.5) متطابقتان . 

٠‏ إذا كانت 4 مصفوفة 4 “4 » فصنف جميع التسامتات غير الشاذة ×4 = ۲ وفقًا 
لميّر سيجر للمصفوفة /1 - 4 » واكتب صيغة جوردان القانونية من أجل كل 
منها . صف أيضًا جميع التسامتات الشاذة. 

1( إذا كانت ع مصفوفة 4 4 لا تساوي 7+ وبحيث إن = 82 » فين أن 8 مشاببة 
لإحدى المصفوفات الثلاث 


0م 0 0 1 00م 0 0 1 
)0 0 1 0 5 0م 0 1 0 03 
0 721 0 0 0 1 0 0 
FOG - 0 0 0 =1‏ 


) أوجد الشروط اللازمة والكافية بالنسبة للمقادير ۾ بحيث تكون المصفوفة 


0 0 0 «a 
A= 0 0 07 
0 ديه‎ 
a, 0 0 0 
0 


۴۳) بين أن كل مصفوفة مربعة 4 مشابهة لمدورها (منقوها) . 

)٤‏ إذا كانت ,.هي المصفوفة المربعة 7< ,في (67.2) . فأوجد مصفوفة مربعة 
ا بلاغير شاذة 5 بحيث إن 7= 8-18 . 

(o‏ کک ی ا ا شيا عن يديا ار 
هي 8 e‏ ن أن الشرط اللازم والكافي لتكون 4 مشابهة لمصفوفة 
قي ا - 4)رتبة 1ه - 4 نفسها من أجل كل جذر 
متميز ,4 . 

5) إذا كانت J‏ المصفوفة 6 × 6 في (67.4) فأوجد 5 بحيث إن J'‏ = ورا -5 . 


كثبيرات الحدود 
اللطجيية فى مصفوفة 


٠7‏ - مقدمة 
لنرمز ب ۸ و 8 للمصفوفتين المربعتين 7 ءا عناصرهما في حقل7. . إذا كان 
43-8را-35 فعندئل ىما ؟) = 25ما-ى. 8 = 5148 » وبصورة عامة إذا 
كان « أي عدد صحيح موجب و » أي عنصر من2. » فإن "8ء = 5 (”4ء) 5-1 . 
وإذا عرّفنا 4 بأنه / . فإن العلاقة الأخيرة تصح أيضًا من أجل 0 -:” . والآن إذا كان 
(73.1( عطاق _ مشر ا "روه يوي دومع 


m 


أي كثيرة حدود سلّمية معاملاتها في » فنستنتج مباشرة أن 
(8) م - 5 (م) ع١‏ -ى 
ويمكننا إذن دراسة كثيرة الحدود السلّمية (4) معن طريق دراسة كثيرة الحدود (8) ع 
حيث 8 أي مصفوفة مشابهة ل 4 . وسنجد من المفيد أن نأخذ 8 كصيغة جوردان 
القانونية ل 4 . 
٤‏ - مصفوفة بقاسم ابتدائي واحد 
ليكن ل ۸1 - 4 قاسم ابتدائي وحيد "(© - <). فصيغة جوردان القانونيّة ل 4 
هي بالتالي مصفوفة مربعة ۸ × من الشكل (67.2) بعد وضع » بدلا من ,© . أي أنه 


يمكن أن نأخذ 
Û 0 0‏ .1 يت 
a 1‏ 0 
(74.1) م سس د شي حاة 
«a 1‏ 0 0 0 
«a‏ 0 0 0 0 


524 مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
لنكتب N‏ -1» - 4 ء أي N‏ + 1» = 4 . با أن الدالّة المميّرة المختزلة ل 4 هى 
"(» -.) » فمن الواضح أن ۸ معدومة القوى ودليلها * . وفضال عن ذلك» وباعتبار 
أن N‏ تقبل التبادل مع عناصر الحقل۶. » كا تقبل التبادل مع نفسها مرفوعة إلى أي 
قوة» تَامًا كأي عدد سلّمى» فلدينا 
1 2م + ره 2 + رتم > 2م 
+N,‏ تزع 3 + لل 2 3 + رتو A=‏ 
وبضورة عامة.. ووفقا گر تابور جد 
O e", (042‏ 4 ...ب مر o) + N + E‏ = )4( 
حيث المتسلسلة منتهية مادام 0= "۸ . 
ونحصل الآن على N‏ بوضع 0 = » في 4 المعرفة في (74.1). وبالتالي فإن ۸ تحوي 
المقادير 1 في القطر الأول فوق القطر الرئيس وأصفارًا فيما عدا ذلك . ومن السهل أن 
نرى الآن أن 22 تو ي المقادير 1 في القطر الثاني فوق القطر الرئيس وأصفارًا فيها عدا 
ذلك» وبصورة عامة تحوي 77 المقادير 1 في القطر زفوق القطر الرئيس وأصفارًا فيها عدا 
ذلك . والآن إذا كانت 4 هي المصفوفة في (74.1) فإن (4) بم هي المصفوفة 


r 


)تاو 5 1 ا go) PO a‏ 0و 
و ا 000 )9 g(a)‏ 0 
' = (4)و 
)0 .74( )9 چ g(a) are‏ 0 0 
(0) "9 0 9 
5 5 € 


حيث (») ۽ في كل مكان من القطر الرئيس . (©) '/ في كل مكان من القطر العلوي 
الأول و (0) 7م في كل مكان من القطر العلوي ((1 - ».... ,1.2 - ). 

ونتذكر من المثال 9. فقرة ۲۹. أنه إذا كانت ۸ مصفوفة مربعة ۸ × : رتبتها + . 
فإننا نعرّف الفرق + = م - م بأنه صفرية (انااده) المصفوفة ۸ . ويمكننا الآن برهان 


النظرية : 


كثيرات الحدود السلّمية في مصفوفة to‏ 


)١-۷٤( نظرية‎ 

لتكن 4 مصفوفة مربعة « × ”لها قاسم ابتدائي وحيد "له - 1 ) » ولتكن 
(0 كث عدو سلمية . قن أجل ريه +8 بكرن للممسفوفة فنا عق (77:3 
صفرية + إذاء وفقط إذاء كان ۾ جذرا مكررًا > مرة للمعادلة 0 = (3) م » بينيا يكون 
ل (4) م صفرية ۸ = ٣‏ إذاء وفقط إذاء كان للمعادلة 0 = (۸) ۾ جذر ۾ مكرر على 
الأقل «مرة . 

من الواضح أن النظرية صحيحة من أجل 0 ٠=‏ . ذلك لأن رتبة (4) بم هي 
> - ب إذاء وفقط إذاء كان ±0 (ه) م . 

لنفرض عندئذ أن ۸ > > 0 وليكن » جذرًا مكررًا + مرة للمعادلة 
0= (0 ۾ . فعندئذ 0 = (ه) 1 6ع = ... = (۵) 'م = (ه) ع٠‏ بين| 0 (۵) ع . ويتضح 
عندئذ من النظر إلى المصفوفة في (74.3) أن مربع المصفوفة من المرتبة + -7 الواقعة في 
الزاوية اليمنى العليا تحوي (») ”۾ في كل مكان من القطر الرئيس وأصفارًا تحت القطر 
الرئيس . ومحدّد هذه المصفوفة هو إذن مختلف عن الصفر بينا يساوي كل محدّد من هذا 
القبيل ومن مرتبة أعلى الصفر. أي أن رتبة (4) بم هي + - + وله صفرية تساوي + . 
وعلى العكس» يمكن أن يكون ل (4) بم صفرية ٣‏ وبالتالي رتبته > - م فقط إذا كان 
المحدّد من مرتبة + - ” الواقع في الزاوية العليا اليمنى عتلفًا عن الصفر بينما جميع 
المحدّدات من هذا القبيل ومن مرتبة أعلى تساوي الصفرء وبالتالي فإن 
0= ) 60م = ... = (۵) 'م = (۵) ۾ » بنا 0 #(4) ع » وهذا يعني أن 
» هو جذر ل 0 = (۸) ۾ مكرر ۲ مرة . 


ولبرهان العبارة الأخيرة من النظرية » نلاحظ أن ل (4) م صفرية >2 »ء وبالتالي 
فإن رتبتها صفر إذاء وفقط إذاء كان 0 - (4) م » وهذا صحيح إذاء وفقط إذاء كان 
(0) ۾ قابا للقسمة على "(» - 2) . وهو الصيغة القانونيّة القياسيّة ل 4 . 

وهكذا يكون قد تم البرهان على النظرية .)١-1/4(‏ 

ونحذر الطالب من أن النظرية )١-1/4(‏ غير صحيحة إذأ كانت 4 متردية...وغق 
سبيل المثال. إذا كان 


f3i‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


8ه 1 [ 
a 3 0|‏ 
Oi 1 3‏ 0 
1 0 0 0 
0 0 2 0 
و1 - 2= (۸) چ » فلدينا 
0 
|0 060 = )0)4 
2 0 0 0 
0 0 0 0 


وبالتالي 2 - + » ولكن 1 ليس جذرًا مضاعفًا ل 0= (0 م . 


۸ كثيرات الحدود السلّمية في مصفوفة عامة‎ - ٠١ 
لنفرض الآن أن للمصفوفة المميّزة ل 4 القواسم الابتدائية‎ 
A-a) 1, (= a), ..., (= “له‎ (Dv, = n), 
4 جيك المقادير» ليسى “ معصيزة بالضرورة.. وعندقذ وفقا للققزة ا اتكون المصفوقة‎ 
مأخوذة في صيغة جوردان المختزلة هي المصفوفة التي تحوي قوالب على طول القطر‎ 


الوشوق. 
8 
)05.1 ,|0 ١ت‏ يل 4-0 
0 0 0 


حيث ,اهي مصفوفة مربعة ,۷ × ,امن الشكل (74.1) من أجل 1 < ,۷ وبينا ,هي 
IC‏ اف صم سے 1اس کل جک 
وكمسألة رموز سندعو المصفوفة من الشكل (75.1) . التي تتألف من قوالب 
قطرية منفضلة تام عن بعضها ,ولات المجموع المباشر للمقادير [وستكتب 
FJ,‏ قالط A=J‏ 
والآن إذا كان ,۸ + ... + ر۸ + ,۸ = 8 هو المجموع المباشر للمصفوفات 


كفيرات الحدود السلمية في مصغوفة 4۷ 


,۸ ..., و8 ,باحيث تكون كل ,۸ مصفوفة مربعة لها أبعاد /نفسهاء أي أنه إذا 
كانت # مصفوفة من الشكل 4 في (75.1) » حيث نضع المقادير ۸ بدلا من ا مقادي ر7 » 
فنستنتج من الفقرة ه أن : 


+K),‏ ,0) + ... + رول + O,‏ + ,ل + ,() -ق + هر 


HIK,‏ + ارق + 6ل 7 -8م 
ونستنتج الآن مباشرة أنه إذا كان (۸) ع كثيرة حدود سلمية في (73.1) » فإن: 


(75.2) ,(0)ع + ... + (I) + 8(J)‏ 8(4)=8 
حيث (1) م مصفوفة مربّعة , ۷ × ,“امن النوع المذكور في (74.3) بعد وضع ,» بدلا 
من 0 . 


والآن عناصر القطر الرئيس من (4) م في (75.2) هي (,») ۾ مكرر لامرة» (يه) 8 
مكرر يلامرة» و (») م مكرر ,لامرة. وبا أن عناصر القطر في المصفوفة التي تحوي 
أصفارًا فقط تحت القطر هي الجذور المميّزة» فلدينا النظرية : 
نظرية )١-/5(‏ 

إذا كانت ره .... .يه .»ا جذور ا مميّزة لمصفوفة 4 وإذا كانت () م أية كثيرة 
حدود سلّمية» فإن ا جذور المميّزة ل (4) هي (ره) م » (يم)ع » ...» »)م . 


نتيجة (1-3170) 


إذا كانت ره .... يه ,,» ا جذور ا مميّزة لمصفوفة 4 وكانت  )۸(‏ أية كثيرة حدود 
اخ فعندئذ: 
(e). g8 (a) ...& (,)- (75.3(‏ م = |g (A)|‏ 


-١‏ المصفوفتان متساوية القوى 
ومعدومة القوى الرئيستان الموافقتان لمصفوفة معيّنة 
لتكن 4 أي مصفوفة مربّعة ۸ × «عناصرها في حقل أعداد ماء وليكن2. أصغر 
حقل تقبل فيه (3) 9 » الدالة المميّرة المختزلة ل ٠.4‏ التحليل تمامًا إلى عوامل خحظية . 


4۸ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


ولنفرض عندئذ أن : 
=v Sn), (76.1)‏ بزح ;2 > م "زه — 0 a)" ٠:‏ — )"زه - 0 = )90 
حيث المقادير » هي أعداد متميّزة من الحقل”. . لنعرّف كثيرات الحدود () ر كا يلي : 


76.2( ,2= ې = 0 


فمن الواضح عندئذ أن () رهه و "(» - )١‏ أوليان بالنسبة لبعضههاء أي أنه ليس هما 
عامل مرك غير عدد لاا يساوي الصفر. ومنه نستطيع إيجاد كثيرتي حدود (۸) رع 
و (۸) ر ۸ من درجتين لا تتجاوزان 1 - ر۷ و 1 - ,۷ - ۷ » على الترتيب» وبحيث إن 
(j= 1,2, <,8. (76.3)‏ 1= "ليه - MV + RNA‏ 


إذا عرفنا 
)76.4( )900,0 = 8,00 
وكتبنا ,ع فقط للدلالة على (4) ,2 » فعندئذ ,2 هو المصفوفة متساوية القوى الرئيسة 
الخاصة تة والتى توافق الحذر ر وهذه المصفوفات Er, i E‏ العديد من الخواص 
المهمة والمفيدة التي سنتقصّاها الآن. 

وقبل كل شيء» يتضح لنا من (76.3) أن (0 ,۷ (۸) ,م > (5,0 لا تقبل القسمة 
على ”(» - .2 » ذلك لأنه إذا كان الأمر كذلك فإن الطرف الأيسر من (76.3) سيقبل 
القسمة على "(» -8) » بينما لا يحقق الطرف الأيمن ذلك . ومنه 0+ ,ع . 


والآن من أجل + + زء يكون (0) ,۷ (0 ر۷ (۸) ,ع (0 ,ع > (0 ,£ (0) £ قابلا 
للقسمة على (3) © . ذلك لأن (۸) ,به قابل للقسمة على جميع عوامل (3) © باستثناء 
A-a)‏ > بين يقبل (۸) ,ل القسمة على هذا الأخير. ومنه : 
)76.5( ع#ن) 0= EE,‏ 
ولدينا من (76.3): 
[IC - EO) = [[ 1,00 - a)" = 400 TIRO,‏ 


كثيرات الحدود السلّمية في مصفوفة ون 


وبالتالي 
I= f=.‏ 


وإذا نشرنا الطرف الأيسر من هذه المعادلة الأخيرة واستفدنا من (76.5) نجد 
العلاقة المهمة : ' 
(76.6) للا ا رادم 
وبضرب طرفي هذه المعادلة الأخيرة في »£ نجد : 
(R= 1,2.) (76.7)‏ هيع 
وهذا يعنى أن كل ,5 متساوية القوى» ويدعى 5 المصفوفة متساوية القوى الرئيسة 
الغا یب اراق لجار جه 

لنعرف الآن كثيرات الحدود السلّمية 
N= (A-a) E;() )- 1.2.....( (76.8)‏ 
ولنكتب ,۷ فقط من أجل (4) ,۸ . فسنجد عندئذ في الحال» وباعتبار أن جميع 
المصفوفات المعنية هی كثيرات حدود في 4 وهي بالتالي تتصف بخاصة التبادلية 
EN; - N; = NE, EN, 03 NN, =0 (j# 6 (69)‏ 
وفضلا عن ذلك» وباعتبار أن (۸) ,£ تحوي جميع عوامل (۸) « من النوع “(,ه - ة) 
باستثناء ,۾ - 2 وأنها أؤلية بالنسبة هذه الأخيرة» فمن الواضح أن ”[(3) /] قابل للقسمة 
على (۸) ض إذاء وفقط إذا كان ,1< 7 . ومنه 
m<v, (76.10)‏ لعن ,0 - زلا 
وهذا يعني أن |( معدومة القوى ودليلها ٠,‏ . وتدعى N,‏ بالمصفوفة معدومة القوى الرئيسة 
الخاصة ب 4 والموافقة للجذر ره . وبصورة خاصة ينبغي ملاحظة أنه إذا كان ,۾ جذرًا 
بسيطًا ل0 = (۸) 4 » أي إذا كان 1 - ,في (76.1) » فإن ,¥ الموافقة هي الصفر. وأخيراً 
لدينا من (76.8) 

AE, = ريه‎ +N, 

وبالتالي فإنه لدى الجمع فوق [ نجد: 
(a;BE, + N). (76.11)‏ کت 


i=l 


10۰ مداخل إلى نظرية المحدّدات واللصفوفاك 


ونبرهن الآن النظرية المهمة التالية : 
نظرية )١-105(‏ 
2 ا .م 7- ولا - 
المصفوفات Eg Nga Ny» Ey Nyssa Ng,» Ep Ng << N‏ 
(حیث يفهم أنه في حالة 1 = ١,‏ تكون ا مصفوفات ... 2/2 ,۸ غير موجودة) مستقلة 
78 ۰ 
Def PN; = 0.‏ + <° + وا زح + 7 0< 
وبضرب الطرفين في ,8 نجد : 
SE 20 (k 55 75 13 555 5‏ الحا ويك <+ cN,‏ + له 
إذا كان 0 عي فلا بد أن تكون 0 = ,£ أو معدومة القوى. ولكن الحال ليست هذا أو 


ذاكء وبالتالي يكون 0 -,ء . ولكن 0= ' ين ... > يك = عندئذ» باعتبار أن ,۸ 
معدومة القوى دليلها ,. والمعادلة اا ۳ درجة ممكنة التي تحقّقها هي 
7= 
8 1ن ب 
توضيح : إذا كان ,[2- 3 3| =4 
0 1 4 


فنجد بسهولة أن الدالة المميزة المختزلة هي (3- ۸) 1(2 -) = () ض. لتكن 1= » 
و 3+ - ير»ء فطالما أن ل 0= (۸) ۾ جذرين متميّزين فقط. نجد: 
ريه ¬ = *(1 - = (0 ربد ,(يه - 0 -3- جح 0(0 ل 
وهكذا تلتئم المعادلتان (2 - )في (76.3) في معادلة واحدة : 
1 > *(1 = (0 يع + (3 -0 (0 ,8 


وبطريقة المعاملات غير المحدّدة نجد أن (1 +0 - - 00 وو - (0 رم 
أي أن 

E, = (A — 2A4 =8), درل‎ (A =D, 
وبالتالي فإن‎ 


3A =8, No = KA — 88)4- DF 2 0:‏ سكم — FA‏ د يبر 
وبا لحسابات الفعلية نجد 


كثيرات الحدود السُلّمية في مصفوفة 


8 فت و وس و 
|1 1- 1[ عي ;|1- 5 1-| }= 
8 إوب 3 ت 
0 0 0 
Nimo‏ :امات 10 10 3= N,‏ 
0- 10 10 


ويمكن أن ين بسهولة أن هذه المصفوفات الأربع تحقق الشروط (76.11),... ,(76.5). 


فرضنا حتى الآن في هذه الفقرة أن ل 4 على الأقل جذرين ميّزين ختلفين. وفي 
الحالة التي يكون فيها ل 4 جذر مميّز وحيد » » بحيث تكون الدالة المميّزة المختزلة 
(م > ۷) "(ه - )١‏ = (0)وء نأخذ 
E, =I‏ و =A-al‏ لا 
1 ونرى مباشرة أن شروطًا ك (76.11) ,... .(76.5) » وهي قابلة للتطبيق » تصح 
أيضا في هذه ا حالة . 
ويمكننا الآن إقامة البرهان على النظرية التالية : 
نظرية (۲-۷۹) 
إذا كانت ,£ » 0 ( .... ,2 ,1 = )هي ال مصفوفات الرئيسة متساوية القوى 
وا مصفوفات الرئيسة معدومة القوى ا خاصة بمصفوفة 4 مربعة « × 7 » وإذا كان 
إر =4 ۶ » فعندئذ صرعع/-ط = ,غ وصرم/-م = ,ها ا مصفوفتان الرئيستان متساوية 
القوى ومعدومة القوى الموافقتان ل 4 . 
ولبرهان هذا علينا فقط ملاحظة أن المصفوفات 4 » ,ا »> و ,ل تحقق جميعها 
شروط الفقرة */ التي تحققها المصفوفات 4 » بلاق أل 


= شروط تحديد المصفوفات الرئيسة متساوية القوى 
نرهن الآن النظرية التالية : 


نا مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
نظرية (۷۷- )١‏ 

لتكن 4 مصفوفة مربعة « × : جذورها ا مميزة المختلفة هى ,© .... ,رة ,4 . 
له للصغرفات الرئيسة متساوية القو © الخاضة ب 4 + بصورة وتحيدة»: من خلال 


الشروط التالية : 

AG, = GA (77.1) 

(77.2) © (1.» - 4) هي مصفوفة معدومة القوى 
ZG, =1 )77.3(‏ 

Gî 6ع‎ (77.4) 


أي أنه إذا كانت ,£ المصفوفات ايه القوى المعرفة في الفقرة السابقةء فعندئذ 
...1,2 -ن) رظ د 6 
إذا كان 1 = و » فبالاستناد إلى (77.3) نجد أن ,8 - : - ,© . وصحة النظرية 
أمر واضح . لنفرض الآن أن 1 < : ولنعرّف 
H,= EG, .‏ 
فبالاستناد إلى (77.1) ,© = ,11 » إذ طالا أن" ©تقبل التبادل مع 4 فهي تقبل التبادل 
مع و كني سد لق 2 . لنعرّف الآن 
M,=(A-aDG,,‏ 
وهي معدومة القوى وفقا ل (77.2) ووفقا ل (77.1) تقبل التبادل مع 4 وبالتالي مع 
المصفوفات معدومة القوى ,£ (1,» - 4) = ,۷ المذكورة في الفقرة .۷١‏ 
والآن لدينا 
A.H, = aH, + (A - aD E,G, = aH, + N;G;‏ 


ا 
aH + (A - 9 19 EG; = = a; + ME;‏ = 


(a—a)H. = M.E —N,G. 
1 1 1 ا‎ 27 


ليكن ر« دليل معدومية القوى في المصفوفة ,14 و ۷«دليل ,ا ولنفرض أن بلا > 
با أن جميع المصفوفات المعنيّة تقبل التبادل فكل حدّ من النوع 


(ME - رن ,لخ‎ 
JF & 5 


كثيرات الحخدود الل فى مصفوفة Yor‏ 


يحوي - كعامل من عوامله - إما ”14 وإما 0# وبالتالي فهو يساوي الصفر. وإذا كان 
0+ فهذا الشرط الأخير مستحيل» باعتبا ر أن ,//متساوية القوى و۶0 ,ه - ,ه. ومنه 
(رعد م) 0 - E,6,‏ = ,۸ . ولدينا إذن من (77.3): 
(د,... ,1,2 -0) G= GEE, = GE, =EZG, = E,‏ 

وق و الطلونية. 

تمكننا النظرية السابقة من كتابة ا مصفوفات الرئيسة متساوية القوى ومعدومة 
القوى ا خاصة بمصفوفة 4 » وذلك عند كتابة 4 في صيغة جوردان القانونية . لنفرض 
أن ل ۸ جذورًا ميّزة متميّزة ,ه .... ,وه . ,© مكرّرة ,#...., ر۸ » على الترتيب . فصيغة 
جوردان القانونية (للمصفوفة ۸4 هو عند ثذ مصفوفة تحوي قوالب على طول القط رأي 

0 ۰.۰۰ 0 آله 

lok Ta )77.5(‏ عل ورت OI‏ & ول 0] جح ال 


حيث ,ا مصفوفة مربّعة ,” × , تحوي »ني كل مكان من القطر الرئيس و 1و / أو 
أصفارًا في القطر العلوي الأول. ويتوقف عدد وتوزّع المقادير 1 على قوى القواسم 
الابتدائية الموافقة للعامل ,ه - 1. لنعتبر الآن المصفوفة التي نحصل عليها من 7 بوضع 
أصفار بدلا من كل 7 فيم| عدا ,ووضع مصفوفة محايدة x n,‏ ,بد من ,7 . إذا دعونا 
المصفوفة الناتجة ,ع » فنحصل هذه الطريقة على 5 من المصفوفات 2 التي نرى مباشرة 
أنها تحقق الشر وط (77.4) ,... .(77.1). وهذه المصفوفات £ هي إذن المصفوفات الرئيسة 
متساوية القوى الخاصة ب ل في (77.5). وبالإإضافة إلى ذلك فإن المصفوفة 
NE)‏ ¬ 4 = ;هي المصفوفة معدومة القوى التي نحصل عليها من 7 بوضع 0 a=‏ 


توضيح : لتكن ,ل + رل + »J = J,‏ حيث 
0 1 3 10 2 
1 2 
Jı = |0 3 0|.‏ | | 1 ,|1 2 0[عال 
3 00 عد 


o4‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


فعندئذ 
0 0 0 0 0 1 
n+ (+‏ 
°F" looo‏ [1 وه 
100 0 0 0 
ee‏ 
دوم 92982 ! ooo‏ 
0 00 0 1 0 
20| + 
o00 "® looo‏ 
010 0 0 0 
wp |+|‏ 
قن ها % ® ooo)‏ 


ومن السهل التحقق من أن المصفوفات الخمس E £, ۸, N,‏ ققق الشروط 


.)76.5(, ..., )76.11( 


۸- التعبير عن كثيرة حدود سلَّمية (4) ع بدلالة المصفوفات الرئيسة 
لتكن 8 
2e2",‏ رونا ... F‏ ا كن + oA"‏ = )90 
كر عدو سل من الدرجة 8# » ولتكن 4 مصفوفة مربّعة ‏ × # جذورها الميّزة 
,» .... ,© . فلدينا من العلاقة (76.11) 
(aE; + N) = YD E(a;l +N),‏ و ا 
بعد التربيع والاستفادة من الخواص (76.11) ,)76.5( 
Û Biol + ND";‏ = ثم 

وبضورة عامة» من أجل أي قوةاصحيحة موجبة أ ارهن أجل أي عدد سلّمي ,© 
لدينا 


كثيرات الحدود السلمية في مصفوفة Yeo‏ 


A= J Bertal + N)™™. (78.1)‏ 
وإذا انفقنا على اعتبار أنَّ "0 + اره) هي 1 وتذكرنا (76.6) » فمن السهل رؤيا 
أن (78.1) تصمّ أيضًا من أجل «” -: . ومنه» إذا جمعنا فوق : في طرفي (78.1) نجد: 


(A) = تعيب جر‎ = DE, Delal + ND" = I Bygal + ND; 


أي أنهء إذا كانت (4) ۾ أية كثيرة حدود سلّمِية في 4 فإن 
Egal + ND. (78.2)‏ رذ = )4( 


بها أن كل ر و ۸هي كثيرة حدود سلّمية في 4 فهي تتبادل مع 4 وبعضها مع 
بعر وفضلاً عن ذلك» وباعتبار أن تسلك في جميع المناحي تماما وكأنها عدد 
557 باستثناء ما يتعلق بحقيقة أن 0 - 1/7 » فيمكن نشر (/ + ,»)ع وفقًا لصيغة 


تايلور فنجد: 
اور N;) = g(a) + g'(a)N;‏ + آرع)و = 9:(N;)‏ 


(a) دير‎ (a; 
سر المت + ا‎ )78.3( 


وإذا رمزنا إلى العبارة في الطرف الأيمن من (78.3) ب (/3) ۾ » كما أشرناء 
فيمكننا كتابة (78.2) على الشكل : 
Bro(N). (78.4)‏ حي = (A)‏ 

وعلى العكس» أي عبارة من الشكل. المذكور في الطرف الأيمن من (78.4) » 
حيث ,ع كثيرات وولا کا نارق افر حدية فل باھار اة كل ولا 
هي كثيرة حدود في 4 . 


وهكذا الكون قل برهت النظرية: 
نظرية )١-۷۸(‏ 

لتكن 4 مصفوفة مربعة ” × ۸ » دالتها ا مميّزة ا مختزلة 0 = (1) © ها دمن ا جذور 
ا متميزة 0 ...وو ,© مكررة ,... ر۷ ۷ على الترتيب . فيمكن كتابة كل كثيرة حدود 
سلّمية (4) في 4 بدلالة ا مصفوفات الرئيسة متساوية القوى :© » وا مصفوفات الرئيسة 
معدومة القوى 0 وذلك كه في (78.4) » حيث كثيرات ا حدود (/0) ,م معطاة في 


o٦‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


(78.3) . وعلى العكس» كل عبارة من الشكل المبين في (78.4) » حيث ال (/0) بم 
كثيرات حدود سلمية كيفية » تساوي كثيرة حدود في 4 . 


4- حل معادلات جبرية في المصفوفات 

لتكن ۸4 مصفوفة مربّعة « × ۸ » عناصرها ره تقع في حقل الأعداد المركبة» 
ولتكن 
=p FEAR TF RD RFE (79.1)‏ يالل 
ثيرة حدود سلّمِية كيفية . ومسالتنا هي إيجاد مصفوفات × مربّعة ۸ × ۸ بحيث إن 
RF PISA )79.2(‏ ردي دا عررور "يورت FO)‏ 

وليس لبعض المعادلات من النوع (79.2) حل على الإطلاق. [انظر التمرين 
١‏ الفصل .]٠١‏ وتمتلك معادلات أخرى حلولاً: ولكن لا يمكن التعبير عن أي 
منها على شكل كثيرات حدود في 4 . [انظر التمرين 1۸ء الفصل .]٠١‏ ومشكلتنا 
هي أن نحدّد الشروط التي يوجد تحتها حلول × يمكن التعبير عنها ككثبرات حدود في 
ر وإيجاد × في حال وجرا 

وبالاستناد إلى النظرية (۷۸- )١‏ فإن أي مصفوفة × يمكن التعبير عنها ككثيرة 
حدود في 4 » تكتب على الشكل : 


X= 2 Esg,(ND = DE + PN; + ° FPN, 


حيث ,... , × ,× أعداد مركبة . وكا في المعادلة (78.1) لدينا 


pi 2 Bnilgi(N DI", 
» )76.11( ومنه» بعد التعويض في (79.2) وتعويض 1 في الطرف الأيمن بقيمتها من‎ 
: نحصل على المعادلة‎ 


Dix” = 00 N) )79.3(‏ ت لاه 


8 E;(a,I 3 N’. 


كقيرات الخدود السلَمية قي مضفوفة Fay‏ 


وبضرب طرفي المعادلة الأخيرة هذه في ,8 متذكرين أن 0 - عع من أجل 
)عد زر نجد 


Balas 69:4‏ ,ل عد 63 وات “-“01لل)ءوا صر بكر 


وهكذا نكون قد استبدلناء في الحقيقة» من المعادلات بمعادلة المصفوفات الوحيدة 
)79.3( » وجميع هذه المعادلات متشامة من حيث ا وك د تحوي المصفوفات 
الرئيسة متساوية القوى ومعدومة القوى الموافقة قة لجذر مميّز وحيد 2 .لتسقظ إذن الدليل 
م » ونأخذ (۸۷) ۾ على الشكل : 

TE NEL NPT. FE NWT (79.5)‏ ال 

ونحلٌ إذا أمكن» المعادلة 

EZ pg (NMJ" 7= Er [g (N)] = aE + N, (79.6) 

من أجل الأعداد السلّمية المجهولة , _,×.... .,د..* . ويجب القيام بذلك من أجل كل 
جذر مميّز» » ومن المفهوم أن المصفوفتين 5 و هما المصفوفتان الرئيستان متساوية القوى 
ومعدومة القوى الموافقنان للجذر 6. 

و أله جميع المصفوفات في (79.6) تقبل التبادل» وأن 6 و ۸۷ يسلكان من جميع 
النواحي تمامًا كعددين سلّميين. فيا عدا أن 0 = "28 فيمكن نشر الدالة [(۸) م] 5 
وفقًا لدستور تايلور لنجد 

5 7 برج ... + “لق ريرج اال رو + طا ملز > [(17) ع]‎ N. 


وهنا 
(zo);‏ = وى [(9)87]* = yo‏ 
dr 1 25‏ 
dN 55 = 1T (zo);‏ =« 
)79.7( 


5 ب 1 ]| اب‎ 
كف‎ 0 2! 017 (N=0) dg dN? (N=0) 


- Û [efr'(a) + جيم‎ )([ 


T0۸‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوقات 


dr 51‏ إلا 6 7 5 ا س 
SS dy dN“ (N=)‏ 7 و0 31 E (N=0)‏ حك 


[er '(zo) نك 66 حك‎ zar’ [(متد)‎ 


1ے 
6 
وهكذا. 
وتصبح المعادلة (79.6) عندئذ 
دان ل طش 59 + N?‏ ينا + 37 ررح ط ولا 


مثا کے باعتبار أن اأه فوفات المعنية هو وفقًا للنظرية 0-0 مستقلة 


«a,‏ = (نند)» = و 


1 2(0) = 


(79.8) 
عد‎ [zîr (zo) + 2z (zo)] = 0, 
J = }[zîr'''(zo) + ‘° + Gzar'(z0)] = 0, 


ومن أولى هذه المعادلات» يتضح أنه يمكن أخذ ,«كأي جذر للمعادلة 
(79.9 يه > Re)‏ 

إذا كان 1 = ۷» أي إذا كان 0 = N‏ فإن العملية تنتهي وتكون (۸) ع في (79.5) 
قد حدّدت. أما إذا كان 1 < ۷ » أي إذا كان » جذرًا مكررًا للمعادلة المميّزة المختزلة 

= (۸) و فيجب بعدها إيجاد ,× . ومن المعادلة الثانية في (79.8) يمكن إيجاد ,×إذا 

0 إذا كان 0 (») '* » أي إذا | وفقط إذا لم يكن ,× جذرًا مكررًا ل (79.9) . 

وينبغي ملاحظة أن الأعداد اة 5 e.‏ بون ,التي نريد تحديدها كي نجد 
(80) ع في (79.5) 2 تدخل دائًا المعادلات (79.8) للمرّة الأولى مع المعادلات (ر») '7 » 


بحيث إنه إذا م يكن × جذرًا مكررًا 99( 3 فيمكثنا دائًا وبصورة وحيدة إيجاد 
الأعداد السلّمية ب بدلالة , حقو مسرو Ro‏ 


N 3 


ويجب القيام هذه اة دن أجل كل جذر ,»للمعادلة المميّزة المختزلة . وإذا 
كانت العملية فاشلة من أجل أي جذر ب» . فلا توجد مصفوفة × يمكن التعبير عنها 


كثيرات الخدود السُلّمِية في مصفوفة 0۹ 


ككثيرة حدود في 4 وتحقق (79.2). 

وهكذا نكون قد أقمنا البرهان على النظرية : 
نظرية )١-19(‏ 

لتكن 4 مصفوفة مربعة ۸ × «ولتكن  0(‏ كثيرة حدود سلمية . فالشرط اللازم 
والكافيٍ ليكون للمعادلة 4 - () + حل + يمكن التعبير عنه ككثيرة حدود في 4 ه وأن 
يكون للمعادلة ,۾ = () جذر بسيط واحد على الأقل وذلك من أجل كل جذر 
مكرر بهللمعادلة ا مميّزة ا مختزلة ل 4 . 


م - معادلة المصفوفات 4 = "× 

ليكن عددًا صحيحًا موجبًا ما أكبر من الواحد ولتكن 0 = (۸) م المعادلة 
النئزة ال اة ل شع اجيف كلك القوي ا بعصي بوص لفاك 
0ه » فجذور المعادلة ,» = "كلها متميّزة. وبالتالي» ووفقًا للنظرية 
»)١  /9(‏ إذا كانت 4 غير شاذة فإن للمعادلة 4 = "ا دائ حلا من أجل × 
يمكن التعبير عنه ككثيرة حدود في 4 . وإذا كانت 4 شاذة بحيث إن إحدى 
الجذور: »مشلا هو الصفر» فمن جديد يكون للمعادلة 4 = "ير حل من 
أجل × يمكن التعبير عنه ككثيرة حدود في 4 » شريطة ألا يكون الجذر 0 - ,» مكررًا 
من أجل 0 - (40. ولنفرض»› على أي حال؛ أن 0 = ,۾ جذر مكرر 
ل 0= () ف. با أنه ليس للمعادلة 0 = ,»ه = ”دجذر بسيط» وإنما جذر مكرر 
فقط 0 = بء فلا يكون للمعادلة 4 = ”+ » وفقًا للنظرية .)١-19(‏ حل من أجل × 
يمكن التعبير عنه ككثيرة حدود في 4 . 


وهكذا نكون قد برهنًا النظرية التالية: 
نظرية )١-/80(‏ 

ليكن «عددًا صحيحًا موجبًا أكير أو يساوي 2 ولتكن 4 مصفوفة مربعة 
« × ۸ . فلمعادلة ا مصفوفات 4 = ”× دائ حل من أجل × يمكن التعبير عنه 
ككثيرة حدود في 4 » هذا إذا كانت 4 غير شاذة . وإذا كانت 4 » على أي حال» 


ye‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


شاذة» فللمعادلة حل من أجل ¥ » يمكن التعبير عنه ككثيرة حدود في 4 » إذا 
وفقط إذا لم يكن الصفر جذرًا مكررا للمعادلة ا مميّزة الختصرة ل 4 . 

توضيح : المعادلة 4 = × » حيث [لّْ [] = 4 » لا تقبل حلا من أجل 
× ككثيرة حدود في 4 . ذلك لأن 0 = » هو جذر مضاعف للمعادلة المميزة 
المختصرة ل 4 . وليس للمعادلة به = 12 في هذه الحالة (0 = ه) جذر بسيط. وفي 


الحقيقة» فليس للمعادلة المعطاة أي حل على الإطلاق. [انظر مثال ١5‏ في 
الفصل .]٠١‏ 


إذا كان للمعادلة 4 = ”× حل على شكل كثيرة حدود في 4 » فرب كانت أبسط 
طريقة لإيجاد حل هي باستخدام قانون ذات الحدّين . ذلك لأنه وفقًا ل (76.11) يمكن 
كتابة 4 على الشكل : 


)80.1( ا ل ف ل دكا 


وبا أنه إما أن يكون 0غ ,» . أو إذا كان 0 - ,»» فعندئذ 0 - ,2 أيضًاء فإن الحدٌ بين 
الملالين الأخيرين يكون بكليّته مفقودًا. ولنا حق وضع مثل هذا الفرض الأخيں 
باعتبار أنه في الحالة المعاكسةء ووفقًا للنظرية »)١-۸٠(‏ سوف لا تكون المعادلة المعظاة 
قابلة للحل . ووفقًا لقانون ثنائية الحد» لديناء باعتبار أن 5 متساوية القوى. 


4 = 7"), + 5 (80.2) 


- ا هر 1 1 + ,ع‎ 
2e |2.+3 ET N 


حيث تنتهي العبارة بين القوسين المربعين بعد ,امن الحدود. طالما أن 0= ١‏ » وحيث 
يمتد المجموع من 1 إلى ؟ أو من 1 إلى 1 - 5 . وفقًا لا إذا كانت 4 غير شاذة أو شاذة . 


توضيح ١‏ : إذا كانت 0 1 4 
A= |0 4 0|,‏ 
9 0 0 


كثيرات الحدود الا لسلمية في مصفوفة ¥ 


0 1 0 0 0 1 
فلدينا بالت ية 
ينا بالتجر؛ بأة 6 E = 0 1 0l, N= o‏ 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 
مع يلق ,0 0 E, = jo‏ 
1 0 0 
ومن العلاقة 
+N +9E,‏ رظ4 دم 
لدينا مباشرة : 
3B,‏ عل A” = 42E, + }N,]'*‏ 
ومنه 


+2{B, + N] 4 3E.‏ = هر 


وإذا أخذنا إشارة + في كلا الحدين» نجد 


X = 1م‎ = 2E, + }N, + 3E: 


1 
O © N 
oO ننم تو‎ 


ومن السهل التحقق من أن 4 =× . 
توضيح ۲ : إذا كانت 4 هي المصفوفة المربعة 3 × 3 في الفقرة ۷١‏ 
1 1= 2 


3 أء وعندئذ رع 3 + (/8 + ,8) = ۸ حيث ٤‏ » ,۸و ب معطاة 


1 
دا 


TT‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


5-0-7 1 2 00 ع 
دعل سس E‏ وإذا عوضنا من أجل ٤,‏ ء ,۸و £٤‏ 


کا هي معطاة في الفقرة "لا نجد 


2+2۷3 2-2۷3 -2 ل‎ 38 
4+ V3 10- V3 -6+ V3 |. 
2+3۷3 8-3۷3 -4+ 8/د8‎ 


1 
CT PE 
4 4 


۱ - محصلة كثيرتي حدود 
لتكن ()/و (۸) م كثيري حدود سلميتين من الدرجة « و ” » على الترتيب» 


معاملاته| في حقل2. » 

+a" 71+... +a, (a40), (81.1)‏ كزيه - (0)ر/ 

8(0) = زيم‎ +b" 71+... + by (by #0), (81.2) 

لتكن ,,» .... ,يه ,» جذور 0 > (3) ثرو ,8 ...ر8 ,#8 جذور 0= (۸) ۾ . وعندئذ يُعرّف 
(8 ,)۸ محصلة روم ء على أنه : 

(81.3) ("يه) م ... (يه) ع (a)‏ ع 7ه = (ع R (f‏ 

وبصورة مشابهة » يُعرّف ( ,)۸ . محصلة ۾ و/على أنه 

R (8g, A) = bif (Bf (و8)‎ ... 1 (By, (81.4) 


ومن السهل تبيان أن (۾ /) ۸ و 0 ,ع) ۸ يختلفان على الأكثر في الإشارة. 


وبها أن 0 غديهمء فمن الواضح أن (ع ) ۸ ينعدم إذاء وفقط إذاء كان واحد على 
الأقل من المقادير (») م صفراء أي إذا وفقط إذا كان للمعادلتين 0 = (۸) ۶و 0= (۸) ع 
جذر واحد مشترك على الأقل . 

ومن التعريف (81.3) يتضح: أن (۾ ,) ۸ كثيرة حدود متجانسة في المقادير 0 . 
وفضلا عن ذلك. وباعتبار ۸ دالة متناظرة في المقادير © » يمكننا التعبير عنه على شكل 
كثيرة حدود ف الدوال الابتدائية المتناظرة في المقادير » ٠‏ ,© / م4 .... ,4 / يه بيه / ,6 » 


Dickson, First Course in the Theory of Equation, (New York, 1922), pp. 143-147. )*( 


كثيرات الحدود المُلّمية في مصفوفة ۳ 


وأخيرا وبسبب العامل ۾ » على شكل كثيرة حدود متجانسة من الدرجة ”في المقادير 
ca‏ وبنقاش ممائل» من الدرجة في المقادير ۵ . 


وربا كانت الطريقة الألوفة أكثر لإيجاد (۾ #) ۸ هي طريقة سيلفستر الدّيلزية 
1|116 vester'sاSy‏ في الحذف وهي تقود إلى عبارة من أجل #على شكل محدّد مصفوفة 
عرقة 80-7 +ع . وستطار طاريق مما تمر هن 8 اة سا 
مربّعة « × أو مصفوفة مربّعة ۸ × ۸ . 

لنقسّم (0/ في (81.1) على ,4 » فنحصل هكذا على كشيرة حدود 2-00 5 
معامل الحد الرئيس فيها هو الواحد. وإذا كانت 4 عندئذ أية مصفوفة مربّعة « × ۸ 
دالتها المميّزة (0/-- [ويمكن اللتصو يهن تعقوت اتی خد طاق قاذ كنا 
في (69.2) ]» فنستنتج من النتيجة (-؟) أن 
R (f g8) = af |g (A)|. (81.5(‏ 
وهكذا نعبّر عن المحصلة (۾ :/) ۸ لكثيرتي حدود (۸) و (۸) ع من الدرجة و #۲ » على 
الترتيب» كمحدّد مصفوفة مربعة ۸ × ۸ . وبطريقة مشابهة » نستنتج أنه يمكن التعبير 
عن (/ ,8) ۸ كمحدّد مصفوفة مربعة 72 × 71 


(B)| )81.6(‏ را ط = (ربع) R‏ 
حيك ظَمَضِقوقَة 'مربّعةاص × اها المميزة رم مك ولكن يمكننا المفيّ إلى 
أبعد من ذلك . وفي الحقيقة سنبرهن النظرية التالية : 


)١-۸١( نظرية‎ 

لتکن (۸) ۶و (۸) ۾ كثيرتي حدود سلّميتين من الدرجة «و :على الترتيب» 
معاملاتب] في حقل7. » وعلى سبيل امثال» كثيرنا ا حدود في (81.1) و (81.2). إذا كانت 
4 مصفوفة غير متردية دالتها امير (0/- » وكانت + صفرية ا مصفوفة (4) 2 » 
فعندئذ يكون القاسم ا مشترك الأعظم ل (0) ثرو (۸) ع من الدرجة 1 ١‏ 
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اة عله النظزية تلاحظ أول أنه إ5 كانت أن معقوقة مشابية 
ل 4 » بحيث إن © = م4م' م . فعندئذ (©) م = ۲ [(4) م] ' ۶ . وبالتالي يكون 
للمصفوفتين (4) ع و )٤(‏ ع الرتبة + نفسهاء والصفرية نفسها -م-# . 
وفضلاً عن ذلك فإن ل 4 و © الدالة المميّزة نفسها. ويمكننا إذن الافتراض أن 4 
هى في صيغة جوردان القانونية. لنفرض الآن أن 4 مصفوفة غير متردية لمعادلتها 
آل ينور س به يزعن عة يعدم وه عل التب إن فة 
جوردان القانونية هي مصفوفة تحوي قوالب على طول القطر: 


8 خض ها كن 
0 18 

)81.7( وو م كك باه 
وآل #3 0 0 


حيث ,ل مصفوفة ,” × ,من النوع (74.1) بحيث نضع ۾ بدلا من ۾ . وهكذا فإن 
لكل ,#قاسمًا ابتدائيًا "(» - ) . والمصفوفة (4) م معطاة في (75.2) حيث (/) ۾ 
هي المصفوفة المربّعة ,۸ × ,في (74.3) بعد وضع ,»بدلا من » و ,«بدلاً من « . 

لنرمز ب و للمرتبة والصفرية» على الترتيب» للمصفوفة (7) ۾ المربعة 
,بعك يون وک و = وف واف ها مطاف :من مسفركات عل 
شكل قوالب قطرية منفصلة بعضها عن البعض الآخر. فمن غير الصعب رؤية أن 
الرتبة + ل (4) ۾ تساوي ,22 . وبا أن ,۸ < = ۸ نستنتج أن الصفرية > ل (4) ۾ 
تساوي بالا 

والآن نجد وفقًا للنظرية (7/4- »)١‏ ومن أجل ,> ,٣ء‏ أن () #يقبل القسمة 
على “(» - خ) ولكن ليس على ' *"(4 - ) . ومنه باعتبار أن (0)/يقبل القسمة على 
"ره -) . (> <,م)اء فإن القاسم المشترك الأعظم ل (۸) /و (۸) م يقبل القسمة 
على "(» - «) ولكن ليس على ' ”"(» - ) . وتصح هذه العبارة الأخيرة من أجل 
#= ج . ذلك لأنه. وفقا للنظرية .)١ - ۷٤(‏ تقبل (۸) ۾ القسمة على 
١ - »("‏ بينما تقبل (0)/ بالفرض القسمة على القوة نفسها ولكن ليس على قوة 
أعلى. وبا أن المقادير » جميعها متميزة فنستنتج أن القاسم المشترك الأعظم ل (0/ 
و(0) ۾ هو بدقة 


كثيرات الحدود السلمية في مصفوفة 10 
(A-a) "(= a)... 0 - a)“,‏ = (0) / 


ومن الواضح أنه من الدرجة > = ,> 2 . وهو المطلوب . 


توضيح : ليكن 17-۸-2 - 2= (0)/. و 1+ ۸+ 2= (۸) ع . ونأخذ 
كمصفوفة 4 دالتها المميّزة (0)/ الصيغة القانونية القياسية 


0 1 0 
A = jo 0 1 
213 
فعندئذ‎ 
016: 2 160: 1 5 0 0 
(A) = A +A +1 = |2 1 1| +10 0 1| + |0 1 0 
STE Lî 0 1 


ومحدّد المصفوفة ۸ المكتوبة أخيراً هو المحصلة لكثيرتي الحدود (0) رو (۸) ۾ . وبا أن 
المحدّد ينعدم» فإن ل (0)/ و (۸) ۾ عامل مشتركا لا يساوي الواحد. ولكن أكثر من 
ذلك» وباعتبار أن رتبة ۸ هي 1 وبالتالي صفرية ۸ هي 2 » فإن لو ۾ قاسمًا مشتركا 
أعظم من الدرجة 2 . وبا أن (0) ۾ نفسه تربيعي » فلا بد أن يكون (۸) م نفسه هو 
القاسم المشترك الأعظم . ومن السهل التحقق من أن 
(81.8) (0 م0-2 = زومر 


وبدلاً من أخذ 4 كمصفوفة 3 × 3 دالتها المميّزة (0) / وتشكيل (4) ع » كان 
يمكننا أخذ 8 كمصفوفة 2 × 2 بدالة مميّزة (۸) ۾ وتشكيل (8)/ . وفي هذه الحالةء 
وباعتبار (۸) ۾ الدالة المميّزة المختزلة ل 8 » يمكننا بقسمة (3)/و (۸) ۾ التعبير عن 
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(8) / ككثيرة حدود (8)+ . حيث (3) + هو الصفر أو من الدرجة 1 على الأكثر. وهنا 
8(>0)ء. ويما أن للمصفوفة صفر 2 × 2 » صفرية تساوي 2 . فنستنتج أن 
ل () ۶و (0 ۾ قاسًا مشتركا أعظم من الدرجة 2. ويُستنتج هذه الحقيقة أيضًا بصورة 
مباشرة من (81.8). 

لکن کے + و + كوت رة رة سلمية مرج الشركة +« 


1 َ 4 5 5 
ومعاملاتها في حقلت . إذا كان =( /المشتق الأول ل ۶ . فيُبرهن في 


الكتب المدرسية المتعلقة بنظرية المعادلات أن المميّر 4 ل (۸) رمعطى بالعلاقة 
n(n =1)‏ 0 


ممم 2 A=(-1)‏ 
ون وا للطريقة التي وصفناها لتوناء يمكن التعبير عن 4 كمحدّد إما لمصفوفة 
رک ون ار ودين و بعناصر في7. . ولكن يمكن 

المضي إلى أبعد من ذلك . وفي الحقيقة يمكن برهان النظرية التالية : 
نظرية (۲-۸۱) 

لتك رو٠‏ .+" 1۴+ بذع رم رة حدود سلّمية من الد رة ماما 
في حق ل . ولتكن ۸4 مصفوفة غير مترذية دالّتها ا مميّزة ()/ . إذا كانت ٣رتبة‏ ا مصفوفة 

(4)"/» فللمعادلة 0 = (1) /عندئذ + من ا جذور ا متميزة . 


)81.9( 


لبرهان هذه النظرية. نلاحظ أنه وفقًا للنظرية »)١ - 8١1(‏ إذا كانت م- مدع 
صفرية المصفوفة ۸ » فإن لكثيرتي الحدود (0/. (0 قاس مشتركًا أعظم , (0 من 
الدرجة+ . وبما أنه يوافق كل عامل مکرر '(» -.8) (2 < ؛) ل عامل ("١‏ =0 
ل f‏ فنستنتج أن (0 1۸( ]يحوي موا اا ادن ار عورا ق 
ل200. 
توضيح : ليكن المطلوب إيجاد تميّر المعادلة التكعيبية 
f0) =X +p +q‏ 


Dickson, op. cit., p. 152. (*) 


كثيرات الحدود الشلمية اق مصفرقة 44 


هنا م + 332 = (0'/ . وكمصفوفة 4 نأخذ مصفوفة غير متردية مربعة 3 × 3 دالتها المميزة 


(0/: 
0 1 0 
A=| 0 0 1]‏ 
فنجد عندئذ 0 مد ۾ 
0 0 م] 1 0 0 
0 ص 0+0 R= f(A) = 34° +pI -3|-6© —p‏ 
جم 0 0 ورت بو :0 
3 0 2 
م2- 32- 0 
ومنه 


2 - و4 - = || - = A‏ ْ 
إذا كان ±0 ۸ فإن رتبة ۸ تساوي 3 » أي أن ل 0= (0",ثلاثة جذور متميّزة . وإذا كان 
0 -4 » موهلا يساويان الصفر معًاء فإن رتبة ۸ هى 2 » أي أن ل 0 = (0)/ جذرين 
هتميزين» أجدهما مضاعف . واي ذا كان 0- ۾ = م » فإن رتبة هي الواحد أي 
أن ل 0 - (۸) ۶ جذرًا مكررًا ثلاث مرات . 
۸۲ - میز وير Wey‏ (*) 
لنعشر أولاً مصفوفة 4 » معدومة القوى» ومربّعة « × ۸ » عناصرها في حقل 
>2 . إذا كانت 4 معدومة القوى ودليلها + » فإن الدالة المميّزة ا مختزلة ل 4 هو "2 » 
ويشكل العامل "۸ء ولو لمرة واحدة على الأقل؛ قاسً) ابتدائيًا للمصفوفة المميزة 
ل 4 . لنفرض أن ل ۸1 - 4 قواسم ابتدائية هي المقدار + مكررًا عددًا من المرات 


Edward Weyr, (1852 - 1903). )*( 
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يساوي ,:7والمقدار 32 مكررًا ”مرةء . . . » والمقدار ”2 مكررًا ,##مرة. وباعتبار أن 
جداء القواسم الابتدائية يساوي» باستثناء ما قد يتعلق بالإشارة» الدالة المميّزة فنجد 
مباشرة أن 
2m, + ar vm, zn.‏ ۴ 71 

وبما أن رتبة '4 لا يمكن أن تتجاوز رتبة 46-١‏ فمن الواضح أن صفرية المصفوفة 

السابقة لا يمكن أن تكون أقل من صفرية المصفوفة اللاحقة . لنرمز ب 
Fe FA‏ وريم f Feng, EEF a Res ETF‏ 
لصفرية المصفوفات 
AAs GF =F‏ 

على الترتيب. أي أن بم ترمز لزيادة صفرية 4 فوق صفرية 41-١‏ . فتتألف صيغة 
جوردان القانونية ل 4 من ,: 2 من القوالب القطرية المنفصل بعضها عن بعض من 
الشكل (0) » وهي الموافقة للقاسم الابتدائي الخطي + . أو من الشكل 


(مربعة » × ۸) 


وهي الموافقة للقاسم الابتدائي 134 <«) . وباعتبار أن صفرية كل قالب هي الواحد. 
فنستنتج أن 


my.‏ عل °°° سل my‏ حل Mm‏ = رير 


ومن السهل أن نرى عند تشكيل 42 أن صفرية كل قالب 1 × 1 » أي القالب 
(0) » لا تتغير» بينما تزداد صفرية كل قالب من مرتبة 1 < «» بمقدار الواحد. ومنه 


oe;‏ حك حدس PFE‏ يواه كا بجي 


كثيرات الحدود السلّمية في مضفوفة ۹ 


وبصورة عامة : 
رو حك °° عل miii‏ حل رو = ريز 
و 
My = MM,‏ 
لنعرض الآن هذه الأعداد م كصفوف من النقط ف طط فرررز (Ferrers)‏ 
العادي» فنجد 
My 7270-1 ma 2‏ 
س امم 
u2 ---‏ 
e 30 #‏ 
My,‏ 


ومن الواضح أن عدد النقاط الكل في الجدول بكامله هو ۸ = ,1 < . وإذا 
أحصينا النقاط عن طريق الأعمدة» نرى أنه يوجد ,من الأعمدة كل منها يحوي ۷ 
من النقاط: , _ :من الأعمدة كل منها يحوي 1 - :من النقاط. وأخيرً ,من الأعمدة 
يحوي كل منها نقطة واحدة . وهكذا يكون العدد الكل للأعمدة في الجدول أعلاه التي 
تحوي : نقطة مساويًا تمامًا لعدد القواسم الابتدائية 4-۸7 . 1 

وتدعى مجموعة الأعداد (يم ٠٠.‏ روس ) مميّز وير (إرهW)‏ للمصفوفة معدومة 
القوى 4 . وممبّر سجر (©:568) للمصفوفة 4 نفسها هو: 

,)1 م E‏ موري سس جاو بل as Y=‏ 

حيث تُكتب «اعددًا من المرّات يساوي ,7 : وتکتب 1 - «اعددًا من المرات يساوي 
وي ة#امرةا. .. . إلخ 

ومن الواضح إذن أن مميّز وير )۷٥(‏ وسبججر (٤إعء؟)‏ هما تجزئتان مترافقتان 


للعدد الصحيح ” . 
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توضيح : لتكن 4 مصفوفة معدومة القوى 13 × 13 تمتلك مصفوفتها المميّزة 
القواسم الابتدائية ۸7 ,۸7 ,۸ ,۸ . بحيث يكون يز سجر (١إعه؟)‏ هو (2 ,2 ,4 ,5). 
ومخطط فررز (171615) هو عندئذ 


حيث يحوي العمود الأول 5 نقاط. ويحوي العمود الثاني 4 نقاط» إلخ . وبإخصاء 
النقاط وفقا للصفوف نرى أن مير وير (18/61) هو (4,4,2,2,1). والآن لتكن 4 مصفوفة 
مربعة دالتها المميزة هق 


f0) = (A-a) "A= “ليه حل ...“ليه‎ En; =n), 
حيث المقادير » جميعها م إذن تتألف صيغة جوردان القانونية ل 4 من 5 من‎ 
القوالب القطرية المنفصلة‎ 
عم‎ 0 2 
1 2 | Û وق‎ 0 | 
0 0 5 
وبا أن الحذور و0 ونه وو ويه‎ A-a)" ,الها المميزة‎ X n, حيث 4 مصفوفة مربعة‎ 


جميعها متميّزة فالمصفوفة 1 » - ,4 غير شاذة إذا كان ۸ ± / وبالتالي ها صفرية مساوية 
للصفر. ومنه فإن صفرية ”7 ,» - 4) تساوي ماما تلك الموافقة ل "(1يه - 4) . 
ونستنتج إذن أن تميّر وير 2ره۷) الخاص بالمصفوفة 1ه - 4 يحدّد مميّر سجر 
(©5685) وبالتالي القواسم الابتدائية الموافقة للعامل ,© - ٠‏ . 
توضيح : الدالة المميزة للمصفوفة 
1 1-- 2 
و 8 ا ك 


كثيرات: الخدود السُلّمِية في مصفوفة ۷١‏ 


هى (3 - ۸ 1(7 - 2) = (0نم. ونجد أن صفرية المصفوفات 
RRR‏ ف فى ie ba aa JE Aa‏ 
الشات 4-3-3 8 ی اا ع عل الترتيب . رافق 
الجذر المميّر 1 = ۸ مخطط فرّررز (Ferrers)‏ الال : 

te 

yi ٠ 
بحيث يكون ميّز سجر (١ءعء8) مساويًا ل (2) . أي أن ل 4-۸1 القاسم الابتدائي‎ 
وبصورة مشاءبة» وفي مقابل الجذر 3 = ۸ نحصل من أجل ۸1- 4 على‎ . )۸ - 12 
. 2-3 القاسم الابتدائي‎ 


۳ - تطبيق میز وير (1وه۷) 
لتكن 4 مصفوفة مربّعة « “” عناصرها في حقلة. » ولنفرض أن الدالة المميّرة 
المختزلة ل 4 هو "(» - <) . حيث تقع » في2. . فيمكننا عندئذ» وكا في الفقرة 4لا 
كتابة : 
A=al+N,‏ 
حيث ۷ معدومة قوی دليلها ۸ . إذا كانت (۸) ۽ أي كثيرة حدود سلّمية معاملاتها في » 
فلدينا كما في (74.2): 


لق .¬ O‏ 4 ...له در ® + تومنو + (A) = ge)‏ 


لتكن (4) م = 8 » فعندئذ إذا كان 0ع (») 'م » فلدينا 
(N+ <], 0‏ "هسل +( Ng‏ - 1 ماع -8 , 
ومنه يتضح أن / (») بم - 8 معدومة قوى دليلها * . أي أن الدالّة المميّزة المختزلة 
ل 8 هي "[(ه) م - «]» أو بعبارة أخرىء تمتلك المصفوفة 7 ۸ - # قاس ابتدائيًا 
وحيدًا هو "[(0) م -۔] . 

والآن لنفرض أن 

(a) = ... = g۴¬ )a( =0, g0 (a) 0‏ "م = (o)‏ 'ق 

فإذا كان ۸ < 4 » نجد من (83.1) أن / (۵) م = (4) م » بحيث تكون (4) ع مصفوفة 
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سلّمية ها من القواسم الابتدائية الخطية () م- 2 . 
أما إذا كان « > ۸ فإن (83.2) تصبح 
+c, N? + ...( ١ (#0)‏ تو +دىى) “لل I=‏ (م)و عق 
لنقسّم «على ۸ بحيث نكتب 
n=qk+d )0 > 4> 1.‏ 
وبالاستناد إلى الفقرة ۷٤‏ تكون صفريات القوى المتتالية ل 1 (») م - 8 هى 
بار 4 k, 2k,‏ 1 


بحيث إن 
qk = 4.‏ <51 روريم ح يس = ... = رس = ا 
وغخطط فررز (ذتعممء8) هو إذن 
,منقطة ع سه Rg ea‏ 
,م نقطة مد os‏ دن Ê‏ 
,م نقطة ELECT‏ 
.» نقطة 24 Pa U r‏ 


ومنه يكون ل (۸1 - 8) عدد 4 من القواسم الابتدائية ' *“[(۸) ع - ]و 4 - »من 
القواسم الابتدائية “[(0) م - <] . 


تمارين 
في كل من التمارين من ١‏ إلى ٦‏ حدٌّد ما إذا كانت توجد أو لا مصفوفة :1 يمكن 
التعبير عنها ككثيرة حدود في 4 تحقق المعادلة المعطاة وأوجد جميع المصفوفات من 
هذا النوع في حال وجودها . 


9 6 0 4 12 0 
¥= |0 5 0[ ) X= |0 4 0| )١ 
0 0 0 0 0 1 


کرات اترو الل ف رة VT‏ 


8 6 0 0 0 1 0 (۳ 
X= 0 8 0 A= 0 0 0 
0 0 31 0 0 4 
4 1 0 6 4: إلى‎ U0 6 
تعن‎ X +21 = |0 4 0 XxX -2X +51 = 0 4 0 
0 0 8 0 0 8 


من أجل كل من المصفوفات 4 في التمارين )١١-۷(‏ أوجد المصفوفتين الرئيستين 
متساوية القوى ومعدومة القوى ,6 و ,۸ واستخدمههما لحل المعادلات المشار إليهاء إذا 


أمكن ذلك : 

6 1 -5 

0 ز4 س كل ,إو 1 ق ص 
.4 = 51 + ×4 - × حل أيضًا [5- 1 6 
1 2-1 

A; ۸‏ = 71 ل 5X‏ - تي[ جا 3 ا 
.4= 21+ 2¥ - ”× أيضا [0 1 4 
1 1- 1[ 

4=|2 0 2|: اتير حل‎ 2X +34. 6 
ha 1 
38 & 8 

)ع 1=4- ¥+ حل:]2 3 2 | 
5- 6= 6- 
A 8‏ 8 ) 

A=|-2 3 -1: حل‎ × =4. (1۱ 


(=4 -1 1 

۲ لتكن (7)30 أية كثيرة حدود سلّمية من درجة أكبر أو تساوي 1 . بن أنه إذا كان 
للمعادلة المميِّزة المختزلة ل 4 جذور جميعها متميّزة عن بعضهاء فللمعادلة 
4 = 20) + دائً) حل من أجل × يمكن التعبير عنه ككثيرة حدود في 4 . 


Vf‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


۴) لتكن المصفوفة 4 المربعة ۸ × ١‏ معدومة قوى دليلها ۷ . بين أنه ليس للمعادلة 
4 = ”× حل إذا کان ۸ + بح نرم , 
استخدم طريقة الفقرة ۸١‏ لتحديد ما إذا كان للزوج التالي من كثيرات 
الحدود (0)/و (۸) ع عامل مشترك غ1 أم لاء وحدّد درجة القاسم المشترك الأعظم . 


10) = نيو - كر‎ + 3 - 3 + 2, 9)0) = ۸ = 3° + ۸ ¬ 3; ٤ 
10) = ۸" - 3° + 7 - 10, 9)) = ^° - 5 + 6; 6 
10) = ۸" - 3 + 2, 9)) = * + 32-4. 0 


استخدم طريقة الفقرة ۸١‏ وأوجد مصفوفة محدّدها هو مميّز المعادلات ۷١ء ٠۸‏ 
و9١‏ وحدّد عدد الجذور المتميّزة لكل معادلة 
۷) 0= 4+ 3-3 4( 32+2-0-ترز 
64 0 =2-=5۸- 311+ + 
من أجل كل من المصفوفات التالية 4 في ٠١‏ إلى ۲۷ حدّد مير ویر (۲وه۷) 
وبعدئذ بز سجر (Segre)‏ والقواسم الابتدائية للمصفوفة 7 ۸- 4 


لس 1 2 
0 = 
3ت 7 ١0ع)‏ ۆك 3 1] =4 
قت 2 3 
4 98 كان 
(r‏ قد § = Am‏ 2- 4 2 
0 5-29 > 
ا ۳ = F‏ م | جك قي 
آآت ون بوا 
2ت 8 ا 
a 6‏ & 4 أي 8 
° 
dk 6‏ ؛ )1 3 2-| =4 
4 3 وب 


(Y 


كثيراث الحدود السلّمية في مصفوفة 


Vo 


من أجل كل من المصفوفات 4 في ۲۸. ۲۹ و٠"‏ والدالة المعطاة (۸) ۽ حدّد 


بطريقة الفقرة ۸٣‏ القواسم الابتدائية للمصفوفة ۸1 - (0 م . 


0 
1 +] 1 00) = ۸ - 2 + 3; يك‎ 
5 0 1 
0 
١+ 1 (۹ 
5 0 2 

3 1 0 

+ o 3 1|]: g90) =۸ - 7° + 162 - 9: 

0 0 3 
0 -1 1 0 
1| + 0 -1 1 (۳ 
1 0 0 =1 

1 1 


٣ i بمو‎ = "+ 2-2-8. 


0 31 


-م © © N‏ © © 
مم m~‏ ©©6 دنم تيج © 


)"١‏ لتكن 4 مصفوفة مربعة # × ۸ فوق حقل الأعداد المركبةء وليكن # أي عدد 
مزب إذاكانت 84-6 عنتقت فين أن السفوفنيق الرتبسين معذومة 
القوى ومتساوية القوى الخاصتين ب 8 متطابقتان مع تلك الخاصة ب 4 . 


””) إذا كانت 6 المصفوفة المتعامدة الحقيقية 


5-9 0 
لصت | 291 


4] 


مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


فبينٌ أنه يمكن كتابة المصفوفة الدؤارة ,_,ه = ره المربّعة ١‏ × » المذكورة في الفقرة 
9 على الشكل ' "0 ,_ره+ ... + 4,6 +41 - 4 . استخدم هذه الحقيقة 
لبرهان النظرية (۲۹ - »)١‏ النتيجتين (۲۹ - ۲) و( ”79‏ #), والتمرينين ١١‏ 
و١١‏ بطريقة جديدة . 


القمسں السا ع مشر 


اختزال مصفوفعة 
الى صيسة تسا سن م 


-٤‏ نص المسألة 

لنرمز ب 4 و 8 لمصفوفتين مربعتين عناصرهما في حقل”. . إذا وُجدت مصفوفة 
غير شاذة (.م) = ۶ عناصرها في. » أو توسيع للحقل. » بحيث إن 
PIAP=B (84.1)‏ 
فیقال عندئذ إن 4 و 8 متشابهتان. وقد بِيّنا في الفقرة 9ه أن الشرط اللازم والكاني 
لتشابه المصفوفتين 4 و 8 هو أن يكون للمصفوفتين17- 4 و7-27 العوامل اللامتغيرة 
نفسهاء أو إذا فضّلناء القواسم الابتدائية نفسها. وإذا كان هذا الشرط الأخير محققًا 
قيمكتنا إيجاد ۶ بإيجاد مصفوفة غير شاذة ۲ تحقّى 8م = 4٨‏ . ويكافيء هذا الشرط نظامًا 
من من المعادلات الخطية المنجانسة في من المجاهيل رم . 
amam Dai, Et (84.2)‏ 


وهكذا فإنه إذا أمكن إيجاد 7 حققة للعلاقة (84.1) فيمكن اختيار عناصر 7 من 
الحقل۶. 5 

ولطريقة إيجاد عن طريق حل مجموعة المعادلات (83.2) بعض المميّزات بالنسبة 
للطرق الأخرى» ولكنها تفشل في أن تلقي الأضواء على بعض المفاهيم والحقائق التي 
تعرضها الطرق الأخرى. ولذلك فإننا سنهاجم المسألة بطريقة مختلفة . 

إذا كانت 4 و 8 متشاستين فله| الصيغة القانونية القياسية ۸ نفسها وصيغة 
جوردان القانونية J‏ نفسها. وإذا استطعنا عندئذ إيجاد مصفوفتين غير شاذتين 5 و7 


YY 


۲۷۸ متتل ن تققرية ادات ولضقوفات 


بحيث يكون 

بال وار SA,‏ 
أو بحيث يكون 

7-19 اد ويام 
فنجد عندئذ بوضوح أن 

PIAP=B, 

حيث 57-1 = ۶ . ومسألة إيجاد ۶ تختزل إذن إلى إيجاد 5 نحيث تكون 1458 5 صيغة 
قانونية . 


تمهيدية )١-۸٤(‏ 
إذا رمزنا ب بلا ,... ربلا ,بل ل # من النجهات المستقلة خطيا التي تمل أعمدة 
الود > وإذا كان ,لاي + ... + ولا ريط + رلا رر = را 4 
فعندئك يكون ا متجه العمود الى 8 42 7 هي بالضط»› ا متجه العمود ز للمصفوفة 

ا 


نلاحظ قبل كل شيء» وباعتبار أن 8 غير شاذة بالفرض» أن ال ۸ متجه ۷ 
مستقلة خطيًا بحيث يمكن التعبير عن المتجه ,4۷ وهو المنّجه العمود في العمود زمن 
المصفوفة 47 . على الشكل المعروض في التمهيدية. وإذا رمزنا الآن ب ,17 للمتجه 
الصف الذي يمثل الصف :من 7-١‏ » فلدينا من النظريتين (8-1) و(۷ »)١١-‏ 


W.V.=8., 

0 7 
حيث الطرف الأشير هو الجداء الداخلي للمتجهين ا 17 و8 هو رمز كرونكر. 
ونستنتج عندئذ أن 

WAV, = برط‎ 


وهو المطلوب . 


اختزال مصفوفة إلى صيغة قانونيّة 8 
۸0 - سلسلة من المتجهات 
لتكن 4 مصفوفة مربنعة ۸× «عناصرهافي حقل*. » لتكن 
[,*,... رين ,] = × مصفوفة 1 × ۸ أو متجها عمودًا ذا ۸ بعد فوق. » ولنعتبر سلسلة 
المتجهات 
KARAT,‏ 
حيث * هو القائد. لنفرض آن هذه ال »من التجهات مستقلة خطيّاء وأنه يمكن 
التعبير عن ×۸ كتركيب خطي فيهاء أي لنفرض أن 
وله + IX +aA* X+ .. +a, _ AX‏ عه م ديز عم 
حيث تنتمى المعاملات + إلى7. . إذا رمزنا ب (۸) 8 لكثيرة الحدود 
۰ وهس 2د عيزيع - عد a‏ — عرد (0 6 
فعندئذ 0= × (4) 0 . ويُقال عندئذ إن كثيرة الحدود (4) 0 تُفني اجه × » ومن 
الواضح أنه لا توجد كثيرة حدود من درجة أدنى تمتلك هذه الخاصة. وستدعى 
(4) 0 الدالة المميزة المختزلة ل × بالنسبة إلى المصفوفة 4 . وسنقول إن × ينتمى 
إلى كثيرة الحدود (0)0 . ونوافق هنا دائًا على أخذ (۸) 0 ككثيرة حدود واحديةء أي كثيرة 
حدود معامل الحد الرئيس فيها هو الواحد. ويمكننا الآن برهان النظرية التالية : 


)١- 86( نظرية‎ 

بالسية لعنقوفئة معطاة ادع تكوق الد ال الخ [88 ج 
#لوحيناة» وهسلا عن فلك إذا كاتنت (8 نز أي ةا كقيةاحذود بجيف إن 
0 - + (4) :1 فعندئذ يكون (۸) 86 من عوامل (۸) م . 


نبرهن أولاً الجمزء الثاني من النظرية. فبا أن (۸) 8 كثيرة حدود واحدية وذات 
الدرجة الأدنى من بين كثيرات الحدود التي تحقّق 0 = × (4) 0 » وباعتبار أن 
0= × (4) بد فمن الواضح أن درجة (۸) هلا يمكن أن تكون أقل من درجة 
()0 . لنقسّم () > على (۸) 0 ولدكتب 
q 000 (A) +P (),‏ = زم ب 


۸۰ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
حيث 0 = (۸) م أو من درجة أقل من درجة (۸) 0. فلدينا عندئذ 

Y(A)X = q(A)0(A)X +p (A) X, 
ومنه. وباعتبار أن 0 = ×(4) ب » 0 = × (4) 8 فلدينا 0 = × (4) م وإذا كان‎ 
*#(0)م » فإن هذا يناقض المرض بأن (۸) 6 كثيرة الحدود ذات الدرجة‎ 0 
.0 )0( الاکن التي تجعل 0 = × (4) 0. ومنه 0 = (۸) م و (۸) بإ تقبل القسمة على‎ 


والآن إذا كانت (۸) 0 و (۸) ,8 كثيرتي حدود. وكانت كل منها واحدية ومن 
الدرجة الدنيا التي تجعل 0= ×(4) 8 و0 -6 (4) ,0ء فعندئ» ووفقًا للنتيجة السابقة 
تكون كل عن كثيرق الحدود عامل من عوامل الأخرى. ون[ أن گا ی اة 
بالفرض فلا بن أن تكونا متطابقتين. 

والآن إذا كانت (0)م هي الدالّة المميّزة المختزلة ل 4 . فلدينا 0 - (4) ف » 
بحيث إنه من أي مقي کر = را لبد اة 


النتيحة (86 - ؟) 

إذا كانت (3) ف الدالة ا مميزة المختزلة مصفوفة 4 » فإن كثيرة ا حدود (1) 0 » التي 
ينتمي إليها أي متجه ¥ بالنسبة إلى ۸4 » هي عامل من عوامل (0) ض. 

والجوهري بالنسبة لأغراضنا هنا هو النظرية التالية : 


نظرية (86- 7) 
إذا كانت (0 ه الدالة امير المختزلة ‏ مصفوفة 4 بعناصر في حقل2. » 
فيمكننا دائً) إيجاد متجهات + > عناصرها في”. » وتنتمي إلى (۸) ©. 


لبرهان هذه النظريةء لتكن (2) م » عند تحليلها إلى جداء قوى لعوامل أولية 
في » على الشكل 
[ه.... ,1,2 = 1:1 درو ام ... pp‏ = )0 مو 
حيث العوامل مهي كثيرات حدود مختلفة في ۸ وغير قابلة لمزيد من الاختزال فيج . 
لنكتب الآن 


عمس ANN‏ 
aT =p Ty‏ ت أن ا (0) 4 
والمصفوفة (4) ,” (4) م ليست صفرًا بالتأكيد باعتبار أن (۸) 4 هي الدالة 
المميّزة المختزلة ل 4 . إذا لم يكن العمود زمن هذه المصفوفة مولا بكامله من الأصفارء 
وكان ,ء العمود الواحدي الذي يحوي 1 ني الموضع روأصفارًا فيها عدا ذلك أي : 
0 ا و حي 
فعندئذ 
pf (4)7, (4)e, #0.‏ 
وإذا وضعنا 
Z,;= Tr (A) €,‏ 
فعندئذ 2,0 (4) م » بينها 0 = ,» (4) 4 = ,2 (4) م . ومنه» تنتمي ,2 إلى كثيرة 
الحدود '/موفضلل عن ذلك فإن مركباتها هي عناصر من الحقل2. . 
ويبرهن بسهولة على أن المحجه 
A,‏ ا ا 
ينتمى إلى كثيرة الحدود (۸) +. ذلك لأنه إذا كانت × تنتمى إلى (۸) به بحيث إن 
aS (A) Z,‏ 
وبا أن ,# تقبل القسمة على أممن أجل ر1 » فلدينا بعد الضرب في (4) ,7 
من اليسار: 
Z,‏ )4( ,4)7( =0 
ومنه نستنتج أن (5,)3 () ب تقبل القسمة على "م وبا أن هذا الأخير أولي بالنسبة إلى 
فنستنتج أن به يجب أن يقبل القسمة على '/م (و,... ,2 ,1 = ) وبالتالي فإنه يقبل 
القسمة على جدائها (۸) م. أي أن (3) $ = (۸) به » وهو المطلوب . 
وفي التطبيق العملي» عندما يكون ٣‏ صغيرًا يمكن في كثير من الحالات إيجاد 
متجه × ينتمي إلى (۸) # بطريقة التجربة والخطأ. 


١‏ - الاختزال إلى الصيغة القانونية القياسية 
لتكن 4 مصفوفة مربعة ۸ × ۸ عناصرها في حقل2. » ولتكن الدالة المميزة 
المختزلة ل 4 : 


AY‏ مدخن رق غر ادات الات 


FUSE Tog Fm a, SR): (86.1) 

لتكن ,× متجها عمودًا فوق2. ينتمى إلى كثيرة الحدود (3) م. فالمتّجهات : 

200 E (86.2) 

(86.3) واو عاد بد AA HAR‏ د AK‏ 

وتشكل المتجهات في (86.2) أساسًا لفضاء متجهى خطى ,1ذي » بعد. وهو فضاء 

جرفي الا سر باقتسية ل إل.. 0 

إذا كان ۸ = » فالمتجهات 

V - Xp 7, ح‎ AX... V,= AT TX, (86.4) 

تشكل اساسا لكامل الفضاء ذي ال « بعدًا. وبما أنه لدينا من (86.2) و (86.3) : 
(=1.2,..,n =1),‏ 1 لاق 


3 4, 


Tyra 37 


17 


AV =a V + © 
n n 1 n 


فنستنتج من التمهيدية )١ -۸٤(‏ أنه إذا كانت المتجهات ,۷ في (86.4) مأخوذة كأعمدة 
في مصفوفة ۲ مربعة ۸ × ۸ » فعندئذ 


0 0 0 a, 
0 0 
PAP= Ra O 1 24 O ae, (86.5) 
0 0 0 يه‎ 


0 0 ‘۰۰ 1 a, 
)86.1( وهذه هي إحدى الصيغ القانونيّة القياسيّة ۸ لمصفوفة 4 دالَتها المميّزة المختزلة في‎ 
من لوحف‎ 
. )86.4( إذا كان « > » » فيمكننا إيجاد متجه ۲ مستقل خطيًا عن المتّجهات‎ 
لنفرض أن المجموعة من 8 + » من المنّجهات المؤلفة من المنّجهات فى (86.4) والمتّجهات‎ 
۰ KARAR A TF 
مسق خا ولكن يمكن التعبير عن 401 كتركيب خطي فيها. أي أن ۲ 4# هو اول‎ 


اختزال مصفوفة إلى صيغة قانونية A‏ 


منّجه في المنسلسلة الأخيرة غير مستقل خطيًا عن المتّجهات (86.4) وعن المتّجهات التي 
تسبقه في المتسلسلة . وهكذا نجد علاقة من الشكل 
(A4) X, +0, (4) Y =0 (86.6)‏ ,0 
حيث ,4و 0 كثيرتا حدود سلميتان فوق# » درجة الأخيرة 6 ٠‏ والسابقة» إذا لم تكن 
صفرّاء فمن الدرجة 1 - »على الأكثر. وفضاد عن ذلك فإنه لا توجد أية كثيرة حدود 
ل يمن درجة أقل من 8 وتحفّق علاقة من النوع (86.6). لتكن (۸) رم الدالة المميزة 
المختزلة ل 7 . فعندئذ وباعتبار أن 
)86.7( 0= ¥ )4( يهو 
هي علاقة من النوع (86.6) » فمن الواضح أن درجة ر8 لا يمكنها أن تتجاوز 
درجة يم. لنقسم © على ,0 ونكتب 
)86.8( ووم + q0,‏ = % 
حيث إن رم إما صفر أو من درجة أقل من 8 . وإذا ضربنا الآن طرفي (86.6) 
في (4) رو واستفدنا من (86.7) و (86.8) نحصل على 

X, =0‏ )4( ,4)0( يو Y¬—‏ )4( يم 


وبا أن يم » إذا ل تكن صفرًا» من درجة أصغر من 8 » فنستنتج أن 0 = 
بحيث تكون ,6 من عوامل رم. وبما أن # هي الدالة الميّزة المختزلة ل × فإن 
(©) ,6( ره قابل للقسمة» وفقًا للنتيجة -۸١(‏ ۲)» على © . وفضلاً عن 
ذلك» وباعتبار ف هي الدالّة المميّزة المختزلة ل 4 » فإن # يقبل القسمة على 
0 ره = ره. ومنه ,0 ,و يقبل القسمة على ,0 ره بحيث إن,8 يقبل القسمة على ,0. وإذا 
وضعنا ,6 له = ,0. فلدينا من (86.6) 
XJ =‏ )4( =¥[ (ه) ,0 
وإذا وضَعَتا 
,2 (له) YY‏ ع يلار 
فمن السهل أن نرى أن للمتجه يادالّة ميّزة ختزلة هي ر#وأن المجموعة من 
8 + » من المتّجهات والمؤلّفة من ال » متجهًا في (86.4) وال 8 متجها : 


A4‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


E. O 1 1 (86.9)‏ 
هي مجموعة مستقلّة خطيًا . 

1 وإذا كان م = م + » فإن المتجهات (86.4) و (86.9) تشكل أساسًا للفضاء 
المتجهى ذي ال » بعدًا بكامله. وإذا اعتبرنا هذه المتجهات أعمدة لمصفوفة 7 غير 
شاذة: فعنداثذ وکا رأينا أعلاه تمأمًا 

]$ #إميمدم 

حيث ,۸ هي المصفوفة في (86.5) وحيث » = ۸ و ر۸ مصفوفة مربعة من المرتبة 8 » من 
النوع نفسه كك ,۴ ولكن العمود الأخير فيها مؤلّف من العناصر ,ذا يموع لوقه وا 
هذه الحالة تكون ۸ الصيغة المختزلة القياسية مما يتمم الاختصار المطلوب . 

لنفرضنء على أي حال» أن م > م + . فتجد عتلائل متجها 2مستقلا خملا 
عن ال 8 + » متجهًا في (86.4) و (86.9). ونشكل المتتابعة 
AAR AE TZ, )86.10(‏ 
ونفرض هنا أن ال ب + 8 + » متجه في (86.4) > (86.9) و (86.10) مستقلة خخطيًا ولكن 
المجموعة التي نحصل عليها بضم 2 47 هي مجموعة غير مستقلة خطيًا. ولدينا عندئذ 
علاقة من الشكل : 
(86.11) 8 + × ,6 = 0,2 
حير 0 ت حدود سلّمية من الدرجة وهي ذات الدرجة الأقل من بين كثيرات 
الحدود التي تصح معها علاقة من النوع (86.11). لتكن رم الدانّة الميزة 
المختزلة ل 2 ا كنا سبق انقاانين بسهولة أن ,قبل القّسمة عل ,6 وإذا كان 
٩6,‏ = ره » فلدينا بعد ضرب طرفي (86.11) ب (4) 4 : 


0 و+ ,ل ,2-90 6 © - 2 ره - 0 
ولكن من الطريقة يقة التي اختير فيها راء يكن أناتسيح علاقة من ذا اللي الأخنير 
فقط إذا كان كل من الحدّين في الطرف الأيمن مساويًا للصفر على حدة. - ان 
٩ 0, ¥, =0‏ نستنتج أن ,0 4 تقبل القسمة على 4 وبالتالي على ,6 ٩‏ = ره بحيث تقبل 
,8 القسمة على 0. وإذا وضعنا ,0 لله = ,8 فلدينا من (86.11) 
YX) = 0X,‏ - 2) ,8 


قات الل A‏ 


نضع الآن ,× ب - 2 = بلا ونشكل المتتابعة 
(86.12) 1 “قم رقفب 
وبا أن وكثرة = و8 » وأن هذه العلاقة الأخيرة لا تصح من أجل أية كثيرة 
حدود,6 من درجة أدنى و أن المجموعة من ,+ 8 + » من التجهات في 
(86.4) » (86.9) و (86.12) مستقلة خطيّاء ٠‏ بین يمكن التعبير عن ,×47 كتركيب خطي 
في المتجهات (86.9) و (86.12) » ولكن هذا التركيب لا يحوي إطلاقًا 5 
وإذا كان » = ب + 8 + » فنأخذ ال » متجها تحت الاعتبار كأعمدة 7 ويكون 


jP” AP‏ الشكل 


R O a. 0 
0 


)86.13( 


0 
أما إذا كان ۸ > ب + 8 + » » فنستمر في العملية حتى نجد 7 بحيث يكون 
۴۶ من الشكل المي في (13 . 86). ثم نطبيّق على ,4 العملية نفسها حتى نختصر ۸ 

في النهاية إلى الصيغة القانونية القياسيّة 


R, 0 0 
0 & * ûl. (86.14) 
0 0 R, 


توضيح ١‏ : إذا كانت 4 هي المصفوفة 


011 
ا ا = 

1 1 0 

فنجد بحسابات بسيطة أن الدالّة المميّرة المختزلة هى 2-2-2 = (0) 0. ونرى عندئذ 


بالتجربة والخطأ أن المنجه [,0 ,0 ,1] = × ينتمي إلى كثيرة الحدود (0) 4 » ونشكل 
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التسلسلة 
ل (21 + 4( > [2,1,1] = X= [1,0,0,], AX, > [0,1,1], AX,‏ 
وهكذا يشكل المتجهان ,× و ,×4 الأساس لفضاء جزئى لا متغير ,٣ذي‏ بعدين . 


ونرى بالتجربة أن المتجه [0,0,1] = لا مستقل خطيًا عن المتجهين ,×4 » × . 
وعند تشكيل المتسلسلة متخذين ۲ كقائد. نجد أن 
AY = ]1,1,0[ - AX, +X, —Y,‏ 
أو 
(A+DY=(A+ DX,‏ 


(A+ D(Y-X) =0. 


وينتمي المنجه ,× - ۲ = ۷ عندئذ إلى كثيرة الحدود 1 + ۸ ويولّد فضاءً جزئيًا لا متغباً 
ر٣‏ ذا بعد واحد» وليس له أي متجه مشترك مع الفضاء الجزئي ٣,‏ . وإذا اخترنا الآن 
المتجهات الثلاثة 
WAR, 7‏ ين 

كأعمدة للمصفوفة غير الشاذة 7 . فعندئذ 7-١‏ هي المصفوفة 

0 2 0 

5 1 0. 

1- 0 0 
وهي الصيغة القانونية القياسيّة ل ۸4 . 

توضيح ۲ : لنأخذ کتوضیح ثانٍ المصفوفة(*) 


M. F. Smiley, “The Rational Canonical Form of a Matrix " Armerican Mathematical انظر:‎ (#) 


Monthly, Vol. 49, 1942, pp. 451-454. 


اختزال مصفوفة إلى صيغة قانونيّة YAY‏ 


0 0 
0 1 
1ت 2 
1 5 


0 

2 1 
: 
5 
التي دالّتها المميّزة المختزلة 302 - 203 - *3 > (60. 

لنأخذ [1,0,0,0] = × فنجد أن [1,1,0,0 -] = ×۸ [1,1,3,5] = A4×‏ 

و[1,6,4,9-] = 43 . ونجذ أن هذه المتجهات الأربعة ق ع ا 
× 34 + 24 = [33 ,17 ,15 ,1] = 446 . وإذا أخذنا الآن المجهات 


V=X, V=AX, V=A4X, V,= 4X, 
كأعمدة للمصفوفة غير الشاذة 7 » فعندئذ تكون ۲'4۲ هي المصفوفة‎ 


عر 
© © © سم 
© 


۷ - صيغة جوردان القانونية 

نمضى الآن إلى اشتقاق الصيغة القانونيّة الكلاسيكيّة أو صيغة جوردان القانونية 
د 4 ونه الع من الفرضن زان 4 رسيي كلك لاله في اة اة 
يمكننا أول اختصار 4 إلى الصيغة القانونيّة القياسيّة (86.14) التى يكون كل قالب فيها 
,۸ غير متردٌ . وعندئذ نحتاج فقط إلى انار كل ,عل عد 

نفرض الآن أن 4 مصفوفة مربّعة >< #دالّتها المميّزة المختزلة (3) 4 من الدرجة 
. ونفرض أن عناصر 4 تقع في حقل الأعداد المركبة 2 » بحيث يمكن تحليل () © 
في. إلى جداء قوى عوامل خطية متميّزة. أي أن 


AA‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


(Dg; =. (78.1)‏ "يه -0)... "ليه - "زه = A‏ = )$40 

,"يه سح 02 = )ر7 a) "ı() = 0 = aa)"‏ - ( = 
وتمامًا ك في الفقرة ۸٠‏ يمكن إيجاد متجه ,2 ينتمي إلى كثيرة الحدود "“(» - .). ولنكتب 
عندئل: 
)872 .)12.8 د زرو قاع ,2" (A-a‏ = 
ولدينا هنا ” من المتّجهات . وهذه المتّجهات مستقلة خخطّيًا. ذلك لأنها إذا كانت غير 
an‏ ذا فقد توجد علاقة من الشكل ‏ , 
(87.3) 2-0 4ر2 
حيث (0) ر۾ كثيرة حدود من درجة أقل من ,© . وبما أن (0) ,5 تقبل القسمة على 
"(» -.) (رع:) فلدينا بعد ضرب طرفي (87.3) من اليسار في (5,)4: 

)5 و12 کک 0 > بت (A)‏ بع (A)‏ ,7 
ونستنتج من هذا أن (0 ,ع (), قابل للقسمة على "(» -.0). ولكن هذا مستحيل 
باعتبار أن (۸) , أولية بالنسبة ل “(ه - ۸) بينما (0) ,۾ من درجة أقل من "0ه -.. 
وبا أن 

VO = [(A - aD) + a, 1] vO = (A-a) "2, +a,‏ م 

فلدينا 
لك 1,2 > 4jj‏ .... ,2,3 > غ) AVO = Vi) + a VO‏ 


ا( كن AVO = (A-a, DZ, + a, VP‏ 
ومنه إذا أخذنا هذه المنّجهات ال * كأعمدة لمصفوفة غير شاذة 7 » فعندئذ 
ستفترض :77147 الشكل 


0 0 إل 
,|0 ول J=|0‏ 
لل 0 0 


حيث ,هي المصفوفة المربعة ره × ,۾ 


اختزال مصفوفة إلى صيغة قانونية 1۸۹ 


ai 1 0 

0 a; 0 
0 وهل‎ 1 
Û as O & 


وهو ما يسمى الصيغة القانونيّة الكلاسيكيّة أو صيغة جوردان القانونيّة ل 4 . 
توضيح ۳: اختصر المصفوفة التالية إلى صيغة جوردان القانونية . 


2 7-1 1 
A= |2 2 اك‎ 
1 2 -1 


الذالّة المميّرة المختزلة (2) 4 ل 4 هى (1 -00 » ومته 4 غير متردية. وسوف 
يرط کرو اق مت داق یڈ ا ج قا مجد 31 اه 
[0 ,0 ,1] = × ينتمي إلى كثيرة الحدود (3) 4 . وبحسابات بسيطة نجد أن 
V = (4-D0 X= [0,3,3], VV =(A4- DX = [1,2,1], ¥= X= ]1,0,0[‏ 
وإذا أخذنا هذه المتجهات الثلاثة كأعمدة لمصفوفة 7 فعندئذ 
4 1 
1 1 71-47-10 
1 0 0 
وهذه هي صيغة جوردان القانونية ل 4 . 
وكتوضيح أخير نختصر إلى صيغة جوردان القانونية المصفوفة 4 × 4 غير المتردية 
المذكورة في التوضيح ۲ : 


N ©‏ تن 
> 


ونجد بالتجربة أن المتجهات 
Z,= ]4, -3,5,6[‏ ,[0,1,1,2] در ,]0,0,1,4[ = Z,‏ 


تنتمي إلى العوامل 1 + 3,۸ - 22,2 على الترتيب» وهي عوامل الدالّة المميّزة المختزلةء 
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والمتجهان الأخيران من متجهات 4 اللامتغيرة بحيث إن ,32 = ۸2و ,2 - = 4۸2 . 
لنأاحذ 

V = AZ, = ]0,1,- 2,-1[, V=Z, V,=Z,, VW=Z,. 
» 4۷, = 42, = 0 ولنستخدم المتجهات ۷ الأربعة كأعمدة لمصفوفة 7 . با أن‎ 
ر۸۷ فتكون 7147 صيغة جوردان القانونية [ ل 4 » حيث‎ = ۷, 


چ © © © 
نراق © © 


من أجل كل من المصفوفات التالية 4 » أوجد مصفوفتين غير شاذتين م و 7 
بحيث يكون ۸ = مهرا -م و [ = 77147 » على الترتيب. الصيغة القانونيّة القياسية 
وصيغة جوردان القانونية ل 4 . 


و 4- 1 3 
€ 
بك . 8 EE‏ 
3 2 4- 2 4 1- 
© 4- 7 1 3 1- 
3 2 4- 4 4 3- 


{¥ 


هوه 2- 5 1 8 90 

)0 3 1- 4 ع( 0 5ت الات 

9و 2- 4 9ت كت اوج 
1 29 3 و أل HE‏ 
A 1 -1 2 6‏ 22-2 
21- 1- 85 1 8- 

8 2-7 8- 1 يت 

-18 5 : ٤ -3 6 8 (۳ 
6 -1 5 3 -7 وه‎ 

1 2 -3 1 1 -1 -2 0 

اح و وات 5 2- 5 1 

"۴ ه4 8 8 2 4 0 3 
2 2 1= 1- 8 8 يت 


و- 2 1 6 2 
1- 1 3 1- 
2 1 2 3- 
۷( 1۸( 


۹ بين أنه إذا كان « = » في (86.2) وأخذنا 
VAT KV = ATX, Va, "ARV, =X‏ 
كالأعمدة: الأولء الثاني . . . » ال ”من ۲ » فعندئذ ۶٠۸۶‏ هي الصيغة 


القانونية 
a 1 0 0 0‏ 
a 0 1‏ 
1 2 
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ع يندب ف E‏ » حيث 
03 0 0 
0 1 0 0 
و م ا a ١‏ 
0 0 09 
0 0 1 


)١‏ با أن للمصفوفتين ۸7 - 4 و/ 4-۸ العوامل اللامتغيرة نفسهاء فيكون 
ل 4 و '4 الصيغتان القانونيتان نفساهما. والآن إذا كانت © بحيث إن 
R‏ = 400 © في (86.5) فلدينا '۴ -0'(71) 0'4 » حيث ۸ هی مدوّر 
المصفوفة في (86.5). ٠‏ 

7 لئ 6 معب فيه غير شاذة بحيث إن 8 = 545-١1‏ . إذا 
گاتک 0اا وا مجه اق الصفوف المتتالية ل 5 وكان 
٠٠ . + bU,‏ + لاط + ,لاط = 0,4 . فتكون عندئذ عناصر الصف امن 8 هى 
بكاقة BB‏ 


5 5 5 
۳) إذا كانت '۸ مدور ۸ في (86.5) وكان ۷ المتجه [1 ,0 ,... ,0 .0] فبين أن المتجهات 
8 ع 3 
اله : /1' > ”(80) ,... R۷,‏ ,8017 ,/ا مستقلة خطيًا . وإذا أخذنا هذه الجهات 
كأعمدة لمصفوفة مربعة 7 فعندئذ 8 = 771۸'7 . 


تكافخ 
أزواج الصيسحع 


۸- أزواج الصيّغ ثنائية الخطية 
لنعتبر الزوجين من الصيغ ثنائية الخطية 
JÛ Dy, (88.1)‏ = جدرهاة ‏ ,سعهريه زج = az, u)‏ 
cy) = Del, d(0) = DL diii,‏ 
حوتف الزوج الأول في مجموعتين من « من المتغيرات هما (يل .... دي 4( 
و و والروج الآخر في المجموعتين من المتغيرات (ين .... دولا ,رل) 
و ...رر . وکا في الفقرة ۴۷ إذا ترکنا ۷ ,ا ,۲ ,× ترمز لمتجھات عمود کل منہا 
ذي « بعد مثا 
X= eRe],‏ 
فيمكن تمُثيل الصيغ ثنائية الخطية في (88.1) كمصفوفات TE‏ 
a(x,u) = X'AU, b(x,u) = X'BU,‏ 
c(y,u)= YCV, d(y,u) = Y'DV.‏ 
وندعو عندئذ المصفوفات المربعة 2 ,© ,8 ,4 مصفوفات الصيغ . وسنفرض أن عناصر 
هذه المصفوفات جميعها في حقل أعداد . 
ونفرض أولاٌ أن المصفوفتين 4و غير شاذتين» ونتساءل عن الشروط التي يمكن 
معها إيجاد تحويللات غير شاذة بالنسبة للمتغيرات × والمتغيرات * . 
QV )88.3(‏ - نا ولام = X‏ 
بحيث تتحول» بالوقت نفسه» (لا ,>) © إلى (ن ,«) ء و (م ,:ة) ط إلى (س ,4)0 . 


)88.2( 


4۳ 
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وإذا طبّقنا على المتغيّرات في (ل ,:) ۾ و (» ,») ط في (88.2) التحويلات (88.3) » 
فوفقًا للنظرية (۴۷ - )١‏ تكون الصيغتان الجديدتان ۲۲۸۵ و 80" » على الترتيب 
وستكون الصيغتان الجديدتان هما (به,«) ء و («.«) 4 » إذاء وفقط إذاء كان 

P'AQ=CgyP'BO =D. 

ووفقا للنظرية )١  48(‏ يكون الشرط اللازم والكاني لوجود زوج من المصفوفات 

غير الشاذة 7 و © تحمّقان هذا الشرط الأخير هو أن يكون للمصفوفتين 
4+8 زوم +1 

القواسم الابتدائية نفسهاء أو إذا فضلناء العوامل اللامتغيرة نفسها. 

ولنلاحظ عند هذه النقطة أنه إذا كان للمصفوفتين 8 + 1.4 2 + © القواسم 
الابتدائية نفسها وكانت 4 غير شاذة» فعندئذ تكون © أيضا غير شاذة» ذلك لأن جداء 
القواسم الابتدائية في الحالتين المتتاليتين هما (باستثناء عامل لا يساوي الصفر) 
إل + 8 ۸| و |2 + © ۸| » ومعامل ”4في نشر المحدّد في الحالتين هو على الترتيب 
اماو |6 . 


ويمكننا إذن عرض النظرية : 
نظرية (۱-۸۸) 

ليكن ¥47 = زه oj s2 RV ea e‏ يذ :2 بو FOF‏ 2 زلا 127 ê‏ 
u) = YDvV‏ :() 4 زوجين من الصيغ ثنائية ا خلية في جموعتين من « من المتغيرات . 
إذا كانت 4 غير شاذة فإن الشرط اللازم والكاف لوجود واوق نحطين خي شاذین 
لام x=‏ و 01 = 0 حول )# بها a‏ إلى u)‏ ,)ع وف الوقت نفسه تحول (» 5 
إلى (ن ز) 4 ه وأن يكون للمصفوفتين 8 + ۸4و2 + ©1القواسم الابتدائية نفسهاء أو 
إذا فضلنا »> العوامل اللامتغيرة نفسها . 


4- تغيير الأساس 
إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين مربعتين « × بمعناصرهما في حقل2. » وكان ۸ متغيراً 
سلما قر > فسنشير إلى 8 + 4 ۸ كحزمة من المصفوفات . وحتى الآن فرضنا أن 


تكافؤ أزواج الصيغ 140 
4 مصفوفة غير شاذة. وسنزيل الآن هذا القيد. ولكن سنبقى نفترض أن المحدّد 
|8 + 4 ۸| لا يطابق الصفر فوق جميع قيم ۸ . أي أن رتبة المصفوفة 8 + 1.4 هي 
” . وستدعى هذه الحالة الحالة غير الشاذة» وسنشير إلى الحالة التي يكون فيها 
0= |8 + 4 ۸| كحالة شاذة. ۰ 

وفي الحالة غير الشاذة» توجد قيمة ل ۸ ولنقل ۸ = ۸ بحيث تكون 8 + ۸۸ 
غير شاذة. أي أن الحزمة 8 + ۸4 تحوي أعضاء ليست شاذة. وسنجد من المناسب 
إدخال وسيطين متجانسين م ,۸1 وكتابة 8 غر + 4< بدلا من 8 + ۸4 . ومصطلح 
«العامل اللامتغير» و«القاسم الابتدائي» سيحتاجان» عند تطبيقهها على 8 مر + ۸4 
إلى قليل من التوضيح . 

لنفترض أن المحدّد |8 م + 4< | > (س ,) ,4 لا يطابق الصفر فوق 
قيم +ومم . إذن من الواضح أن (مر.<) ,4 صيغة ثنائية درجتها «في .وهر . وفضلل عن 
ذلك» إما أن يكون كل محدّد مصغر مرتبته ‏ (: > :”) من المصفوفة 4 + ۸4 مطابقًا 
للصفر أو أنه صيغة من الدرجة ” . إذا رمزنا ب (س ,) ,4 للقاسم المشترك الأعظم 
لجميع المحددات الصغرى ذات ال صفا من 8 مر + ۸4 فمن الواضح أن ,() ,4 
(م هو صيغة ثنائية الخطية في ۸و مم . ويقبل القسمة بوضوح على (مر.ة) ,_,,4 . وإذا 
أخذنا 1 = (س ,0 ره » فحواصل القسمة : 


0-0 
(m = 1,2, 00 (89.1)‏ ې = م ,0ه 


إما آن تكرت أغداةا ثابنة (والق ستعتبرها مساوية للواحد) أو صِيعًا ثنائية الخطية في 
لوف وهر عل اكتادير هبالغرائل اللانسكرةللسيفوفة مر اة 

وإذا حلَّلنا الآن مثل هذه المقادير ». التي هي غير الواحد, إلى جداء قوى 
عوامل خطية متميّرة» فتدعى قوى مشل هذه الصيغ الخطية بالقواسم الابتدائية 
للمصفوفة 8 سر + 24. 

ونبرهن الآن التمهيدية التالية : 
تمهيدية )١-44(‏ 

لنرمز ب 4 و 8 مصفوفتين مربُعتين « × #عناصرهما في حقل”. » بحيث لا 
يتطابق ا محدّد |8 ٠‏ + ۸4| مع الصفر فوق قيم + وم . إذا كان 
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M مه ع‎ + BB, 
N = 4ب‎ + 3B 
وحيث‎ » 0 14 + 1N - ١ 4 + بحيث إن 8 س‎ 


(aê — By عو‎ 0), )89.2( 


\ = وه‎ + Yr 
p= Be + 6+, 


(89.3) 


فعندئذ تكون القواسم الابتدائية ل N‏ ++ /1 0 مث مشتقة من تلك الموافقة 
ل 8 » + ۸4 بوساطة التحويلات (89.3). 
لبرهان هل التمهيدية لنفرض أن طم + ۸4 قاسم لجميع اللحدّدات الصعرة 
ذات ال ويفا 8 سم + 4ةء وأن :هو الأس لأعلى قوة في هذا العامل ال 
من هو امن ر 
الذي تقبل جميع هذه المحدّدات القسمة عليه فالتحويل (89.3) يضع بدا عع كل 
عنصر من 8 مر + ۸4 مثل رط مر + يه < العنصر: 


(ae + ريه(‎ + (Be + ê7)b;; = c(aa:; + Bb;;) 
+ عل ريهوم‎ bi) = omi; F Mii, 


أي العنصر الموافق من ٨۸۷‏ + 4 6. وبالتالي يضع بدلا من كل محدّد ذي صما من 
8س + مذء محدّدًا من 17+ + 14 0. ووفقا لذلك» إذا كانت (89.3) تستبدل 
7+ اا هوبا ذم + ه2١ ٠‏ فإن "(+ + 070) ستكون عندئذ عامل من عوامل جميع 
محدّدات ۲۸۷ + 04 التي تحوي زصفًا. وفضللً عن ذلك فلن تشكل أي قو امل 
'*'( + ”)عامل مشتركا الجميع حدّدات ++ ۸ه ذات ال صقا ذلك لأنه 
إذا طبقنا التحويل المعاكس ل (693 > فسنستتتج أن 1+"( + 6 عامل مشترك 
لجميع المحدّدات المصغرة ذات ال زصفا من 8 مم + 24 , ما يخالف الفرض. وهو 
المطلوب . 
ولدينا أيضًآ السحة: 
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نتيجة (۲-۸۹) 

لتكن 4 .8 » © و 2 أربع مصفوفات ۸ × « عناصرها في حقل7. » بحيث 
تكون ا حزمتان 8 عر + 4 .ذو 2 مر + © «غير شاذتين . لتكن 6 ,6,7 ,© أربع عناصر من 
ا حقلة. بحيث إن 0 ± ب 6 - 8 » ولنعرف 

M=aA+BB, N=YA+8B, M,=aC+8BD, N, =¥C+8D. 

إذا كان 8 ير + TN - ١ A‏ + 84 ه بحيث إن 2س + oM, +tN, =۸C‏ 
أيضًا فعندئذ تكون القواسم الابتدائية ل ٦۸‏ + 014 مساوية لتلك الموافقة 
ل 3 > + ,30 هإذاء وفقط إذاء كانت القواسم الابتدائية ل 8س + ۸4 
مساوية لتلك الموافقة ل 2س + © 82. 


لنعد الآن إلى الجزء الأول من هذه الفقرة ولنفرض أن 4 شاذة ولكن الحزمة 
8 + 4 ۸ غيرة شاذة أي لنفرض أن 0 - |4| » ولكن توجد قيمة ل ۸ ولنقل = ۸» 
بحيث إن 0 ± |8 + 4 »| . لنكتب 
,© + © - رلا ,8 + مع - 11 
N=A, Nf SC:‏ 
فمن الواضح أن الزوج 8 ,4 سيكون مكافئًا للزوج © » 2 إذاء وفقط إذا كان الزوج 
۷ مكافًا للزوج ,1,۸ . ويصم هذا الشرط الأخير إذاء وفقط إذا كانت ,غير 
شاذة وكان للمصفوفتين ٥ 84, + ١, » 014 + ٨‏ القواسم الابتدائية نفسها. وبا أن 
.8م + 24 ع قر + م (1 + ع 6) ع لم + 14[ 6 
12م + 32 2ه + نح (1 + 60) د لا درلاه 


[$ $1 =[f ûl 
ه القواسم الابتدائية نفسها إذاء وفقط إذا كان‎ 30, + ١, أن ل × + 34 هو‎ 
ل هم + 4 ذو ممم + © ۸ القواسم الابتدائية نفسها.‎ 
: وهكذا نكون قد برهنا النظرية‎ 
)۳-۸۹( نظرية‎ 
لتكن 4 » 8 » © و( أربع مصفوفات مربعة ۸ × « في حقل بحيث‎ 


ونجد من النتيجة حيث 
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لا يتطابق أيْ من المحدّدين |8 م + ه ۸| و ا2 م ٥+‏ | مع الصفر. فالزوج 
8 ,4 يكاشء الزوج 2 .© لوو حب 1A a j‏ 
و 2 ى + © ۸ القواسم الابتدائية نفسها. 

وسنشير إلى الحالة التى لا يكون فيها المحددان |8 سر + 4 :| و |2 س + © | 
مطابقين للصفر على أنها الحالة غير الشاذة . ويمكننا عندئذ إعادة صياغة نتائج الفقرة 
8 كا يلي : 


)٤ -۸۹( نظرية‎ 

لیکن 0 = u)‏ نم u) = XBU « a‏ يم 5 و U) = Y'CV‏ رم «e‏ 
۲ - (نا «) 4 زوجين من الصيغ ثنائية ا خطية» الزوج الأول في جموعتي 
ا متغيرات )3 <<< (ts Hs <<<, U) ¢ (ys gs‏ والزوج الثاني في جموعتي ا متغيرات 
(رل ٠...‏ و0 » (, .... رولا ,رلة) » وعناصر هذه الصيغ جميعًا في حقلح. . في ا حالة 
غير الشاذة» يكون الشرط اللازم والكافي لوجود تحويلات غير شاذة 2¥ =¥ , 9۷ =0 » 
عناصرها في. » بحيث يتحول» وبصورة انية» (» ,)۾ إلى (ا ,') © و ا ,هم ط إلى 
(نا ,)4 » هو أن يكون للمصفوفتين 8 عر + 4و هر + © ۸ القواسم الابتدائية 
نفسها » أو» إذا فضلنا العوامل اللامتغيرة نفسها . 


م للجارات:القائولية من أجل دمج 
من الصيغ ثنائيّة ة الخطية في الحالة غير الشاذة 
لنعتبر الصيغتين ثنا ثنائيتي الخطية ۸1× » 81× مصفوفتاهما ۸ و8 هما بحيث إن 
المحدّد |8 مم + ۸4| لا يطابق الصفر. ووفقًا للفقرة ۸4 يمكن أن نفترض أساسًا للحزمة 
نختاره بحيث تكون 4 غير شاذة. ويكافيء الزوج 8 والاع دفن الزوج 
=D gAA7' =I‏ حك كيد کم پا وب 
نفسها. ويمكننا الآن أن نطبّق على 2 تحوياد مشايًا مم! ٣‏ تکل بیت 
تكون 15۲ ٠‏ ۶ إما صيغة جوردان القانونية رركا رضت في (67.2) 
و (67.3) » أو الصيغة القانونية القياسيّة 28 > كما عرضت في (69.2) و (69.5) للمصفوفة 
.D‏ 


تكافؤ أزواج الصيغ 553 


وهكذا نجد النظرية : 

نظرية )١-۹۰(‏ 
ليكن 140 = (» جم م و BU‏ = 4 بذ ف زوجا من الصيغ ثنائية 

ا مخطية في جموعتين من ۸ من ال متغيرات (يند .... در ) » (يا# ٠...‏ دولا 4( 
مصفوفتاهما 4 و 8 » على الترتيب : إذا كانت 4 غير شاذة» فيوجد تحويلان غير شاذين 
P۲‏ =¥ » 9۷ = 0 بحيث تتحول (/ا ا ا ا اة مسغرفتها 7ء تا 
تتحول (» :) ف إلى صيغة مصفوفتها هي إما الصيغة القانونية القياسية أو صيغة جوردان 
القانونية ل 1 - 84 . 

إذا كانت 4 غير شاذة» فيمكن اختيار 8 دائمً) بحيث إن < -1-/8 » 
حيث « أي مصفوفة مربّعة ۸ × ” . وفي الحقيقة علينا فقط أن نأخذ 24 - 8 . 
والآن وباعتبار أن للمصفوفة 8 + 4 ۸ القواسم الابتدائية نفسها والعوامل اللامتغيرة 
نفسها الخاصة بالمصفوفة م +1 2 84-١-‏ + ۸1 » فلدينا النتيجتان التاليتان : 


نتيجة (۲۹۰) 

توجد صيغتان ثنائينا ا مخطية 1240 = ره a (x,‏ و2810 = u)‏ بذ) b‏ 
في جموعتين من « من المتغيرات تقوب E E‏ ج2081 ئ فيها لاخر 
شاذة» بحيث إن مصفوفة ا حزمة 8 + 14 أية قواسم ابتدائية حدّدة سلما وجموع 
درجاتها يساوي 7 . 


نتيجة (۳-۹۰) 

لتكن (0) ».... ,(0) © ,(۸) » كثيرات حدود واحدية معاملاتها ف حقل ۴ 
بحيث تقبل , , » القسمة على »© (7 - : .... ,2 ,1 -6) وحيث يكون مجموع 
درجاتها :« . فتوجد صيغتان ثنائيتا ا خطية معاملاتها فيح » وفيها ۸ غير شاذة» بحيث 
يكون مصفوفة ا حزمة 8 + 4.ة العوامل اللامتغيرة (3) ,ع .... ,(۸) ,€ ,1 ,... ,7 ,ق. 

١‏ - مصفوفات متناظرة ومائلة التناظر 

نطبّق الآن نظرية القواسم الابتدائية على صيغتين تربيعيتين. ونبرهن أولا 

التمهيدية التالية : 
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تمهيدية )١-91١(‏ 
لتكن 4 و© مصفوفتين مربعتين ۸ »ا «كلاهما متناظرة» أ وكلاهما مائلة التناظرء 
عناصرهما في حقل الأعداد ا مركبة 2. . إذا وجدت مصفوفتان غير شاذتين 7 و0 بحيث 
إن 4 = 700 » فعندئذ توجد مصفوفة غير شاذة ۸ » تعتمد على 7 و © » ولكن ليس 

على 4 أو© » بحيث إن 4 = 8/6 . 

بها أن 4 و© بالفرض متناظرتان كلاهماء أو كلاهما مائلة التناظرء فيمكننا كتابة 

A  - .قوع‎ CEC, EEL 
ومن العلاقة‎ 
وعم‎ =A, (91.1) 
: نجد بعد أخذ مدور الطرفين‎ 
Q'C'P' = eQ'CP' = A' =e A =e PCO, 

Q'CP' = PCQ. ومنه‎ 

ومن هذه العلاقة الأخبرةء لدينا بعد خطوات واضحة : 

6م (0-1) عط« EPG‏ 


أو 
o = BE )91.2(‏ 
حيث وضعنا 
(OIYP. )91.3(‏ د 
ومن (91.2) لدينا 

COVE = E, 
وباستقراء سهل نجد أن‎ 
ان‎ UC )91.4( 


من أجل أي عدد صحيح موجب ١‏ . وإذا عرفنا 1 = 1 » تصمّ هذه العلاقة الأخيرة 
من أجل 0 -” أيضا. ونستنتج عندئذ أنه إذا كانت (۸) ۾ أي كثيرة حدود سلمية فلدينا 
(U) © )91.5(‏ ع = C,(U')‏ 

ومن (91.3) نجد أن لا غير شاذة . وبالتالي واستنادًا إلى النظرية )١-۸١(‏ نستطيع إيجاد 
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مصفوفة × يمكن التعبير عنها ككثيرة حدود (80) ع في لا » وبحيث يكون 


0 
وحيث 
X= g(U),X = g(U') (91.6)‏ 
باعتبار أن (0) ۾ سلّمِية 
ولدينا الآن من (91.5) XC.‏ = برع 


لنعرّف الآن 0" = ۸ » فيكون عندئذ 
R'CR = Q'XCX'Q = Q'XCQ = Q'UCQ.‏ 
ولكن من (91.3) لدينا ۶ ('0) = 1 » بحيث إن 
.4= 60م = R'CR= 0' )0( 7 1PCQ‏ 

وهو المطلوب . 

وينبغي » بصورة خاصة, ملاحظة أن المصفوفة ۸ في التمهيد تعتمد على × 
و © فقط» وباعتبار أن × تعتمد على 18-('0) = ل فقطء فإن ۸ تعتمد على م 
و © فقط. وفضلاً عن ذلك. فإنه بالرغم من أن عناصر 4 و© » وبالتالي ۴ 
و + يعكن أن تكو ن تحقيقية: افليس رورا أن تكو عتاضر #حقيقية. 

وهكذا نجد مباشرة النتيجة التالية : 
نتيجة (۲-۹۱) 

ليكن © ,4 و2 ,1 زوجين من ا مصفوفات ال مربعة ۸ × ۸ عناصرهما في ا حقل 
ا مركب» ولنفرض أن عضوي كل زوج إما أن يكونا متناظرين معا أو مائلي التناظر مكًا . 
إذا كانت توجد مصفوفتان غير شاذتين 7 و © بحيث إن 4 = وعم 8 = ۶29 » 
فتوجد مصفوفة غير شاذة ۸ بحيث إن 4 = ۸'٥۸‏ و87 = 7/27 . 

اتن نفا طلاتحظة أن المي ةة للا تنطق عل الصقرفين اللرميقيين 24 
و ممق التحويلات العطفية (علاناءمدزمه2) 4 = C۸‏ "۸ . ذلك لأنه إذا كانت 4 و© 
هرميشيتين وفرضنا وجود مصفوفتين غير شاذتين 7 و © بحيث إن 4 = 500 . 
فنجد عندئذ وبعمليات واضحة أن 500 = 4 = 'مم Q°‏ « عما- (0) = «CP Q7!‏ 
C1 = UC‏ » حيث )0'(-١5‏ = لا وأخيراً © (0ا)ع = (0ا),© . والآن لنختر كثيرة 
الحدود السلّمية (0 م بحيث تحقق (0) م - × العلاقة ل = . فنستنتج عندثذ أن 
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(:0ا) ع = × » بحيث يكون ٥× = ×٤‏ فقط إذا كان ل (۸) ۾ معاملات حقيقية . وبا 
أنه ليس لدينا الحق في توقع أن يكون ل (۸) ۾ معاملات حقيقية حتى ولو كان نا 
حقيقيًا» فمن الواضح أن المناقشة تفشل عند هذه النقطة . 

وسنيرهن الآن 
نظرية (۳-۹۱) 

ليكن © ,4 و 2 ,8 زوجين من ا مصفوفات ا مربّعة عناصرها في ا حقل ا مركب » 
ولنفرض أن عضوي كل زوج إما أن يكونا متناظرين معًا أو مائلي التناظر معًا. إذا كانت 
4 و © غير شاذتين » فالشرط اللازم والكافي لوجود مصفوفة غير شاذة ۸ فوق ا حقل 
المركب بحيث إن 8 = ۸'2۸ و 4 = 77 » هو أن يكون للمصفوفتين 
2 + © ۸و 8 + 4 1 العوامل اللامتغيرة نفسهاء أو إذا فضلناء القواسم الابتدائية 

لنفرض أو أن مشل هذه المصفوفة ۸ موجودة» فنستنتج عندئذ من 
A‏ = 8'08 و 8 = R'DR‏ أن 8 + R' 26 + «( R - A‏ وذلك من أجل 
جميع قيم المتخيّر السلّمي ۸ . وبالتالي» ووفقًا للنظرية (68 :)١-‏ يكون للمصفوفتين 
8 + ۸4و 2 + € ۸العوامل اللامتغيرة نفسها والقواسم الابتدائية نفسها. 

وعلى العكس» لتكن 4 و © مصفوفتين غير شاذتين» ولنفرض أن للمصفوفتين 
8 + 4^ و2 + ©« القواسم الابتدائية نفسهاء وبالتالي العوامل اللامتغيرة نفسها. 
فعندئذ» ووفقا للنظرية (08 - )١‏ توجد مصفوفتان غير شاذتين ۲ و © » عناصرهما في 
الحقل المرکب» بحيث إن 8 + 4< - © (م ٥+‏ .)م وبالتالي لدينا ۸ = ۲٤٥۵‏ 
و8 - 590 . أي أنه توجدء وفقًا للنتيجة (۲-۹۱) مصفوفة غير شاذة ۸ بحيث إن 

R'CR = A gR'DR=B. 
. وهو المطلوب‎ 
شرط تلاؤم مصفوفتين‎ - ۲ 


نقول عن مصفوفتين 4 و 8 مربّعتين ۸ × . وعناصرهما في حقل7. > نا 
متلائمتان إذا كانت توجد مصفوفة غير شاذة ۸ » عناصرها في #. أو في امتداد 
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ل ۶ » بحيث إن 8 = R'AR‏ . 

ونبرهن الآن النظرية : 
نظرية )١-۹۲(‏ 

لتكن 4 و 8 مصفوفتين غير شاذتين عناص رهما في ا حقل ا مركب . فالشرط اللازم 
والكافيٍ لتكون 4 و ۸ متلائمتين هو أن يكون للمصفوفتين '4 + 4 ۸و '8 + 18 
العوامل اللامتغيرة نفسهاء أو إذا فضلناء القواسم الابتدائية نفسها . 

لنفرض أولا أن 4 و 8 متلائمتان . فتوجد عندئذ مصفوفة غير شاذة ۸ فوق الحقل 
المركب بحيث إن 8 = ۸'۸۸ . ومنه نجد مباشرة أن '8 = 8"4/8 » وبالتالي 

R' (AA+A)R=AB+B'. 

ونستنتج من النظرية (88 - )١‏ مباشرة أن للمصفوفتين /4 + ۸4 ۸و '8 + 8 ۸ العوامل 
اللامتغيرة نفسها والقواسم الابتدائية نفسها. 

وعلى العكس. إذا فرضنا أن ل 4۲ + 4و '8 + 8 القواسم الابتدائية نفسهاء 
وبالتالي العوامل اللامتغيرة نفسهاء باعتبار أن كلى المصفوفتين غير شاذة» فعندئذ 
توجد مصفوفتان غير شاذتين ۶ و © » فوق الحقل المركب. بحيث يكون 
'8 + 0-8 4م + P ) A‏ » ومنه 


PA'Q=B'.‏ ,8 دومم. 
ومنه نجد 

“8-8 د بن م ممم P(A+A')O=B+B',‏ 
وبا أن المصفوفتين /4 + 4 و '8 + 8 متناظرتان» بينما /4 - 4 و '8 - 8 مائلتا التناظر. 
فنستنتج من النتيجة (۲-۹۱) وجود مصفوفة غير شاذة ۸ فوق الحقل المركب بحيث إن 

R'(A+A)R=B+B', R'(A-A)R=B-—B'. 
وبإضافة هاتين المعادلتين طرفًا إلى طرف» نجد‎ 

R'AR = B. 


وهو المطلوب . 
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۳ - تكافؤ أزواج الصيغ التربيعية 
لتكن 4 » 8 . © و2 أربع مصفوفات مربعة « × ۸ متناظرة فوق الحقل 
المركب ولنفرض أن 4 و © غير شاذتين» ' ولنفرض أن [,,... ويل ,,#] = × 


و [ہلا ...رل ل] = ۷ مصفوفتان 1 × ۸ . أو متجهان عمودان ب ۸ بُعذّاء ولنعتبر 
الزوجين من الصيغ التربيعية : ْ 

a(x) = X'AX, b(x) = X'BX (93.1) 

cy) = Y'CY, dy) = Y'DY. (93.2) 


ونتساءل تحت أية شروط توجد تحويلات غير شادّة ۸۲ = × فوق الحقل المركب بحيث 
يتحول (») » إلى («) » وفي الوقت نفسه يتحول (*) ط إلى («) 4 . ووفقًا للنظرية 
(38.1) يلزم ويكفي أن توجد مصفوفة ۸ غير شاذة بحيث إن 

R'AR=C, R'BR=D. 
توجد مثل هذه المصفوفة إذاء وفقط إذاء كان للمصفوفتين‎ )"  41( ووفقًا للنظرية‎ 
القواسم الابتدائية نفسها.‎ ۸ ٤ + 2 ۸4و‎ + 8 


لنفرض بعد ذلك أن 4 و © شاذتان ولكن الحزمتين 8 + ۸4و 2 + ۸€ 
غير شاذتين. وهو ما يسمى الخالة غير الشاذة. ونكتب عتدثذ الحزمتين بشكل 
متجانس 8 مم + ۸4و 2س + © 2. ونستنتتج عندئذ من النظرية (89 - 4) 
و (۹۱- ۳) أن ۸ موجددة إذاء وفقط إذاء كان للمصغفوفتين 8س + ۸۸4 
و ۸2+ © س القواسم الابتدائية نفسها. وهكذا نجد النظرية: 


نظرية )١-۹۳(‏ 
ليكن 141 » ٨8+‏ و ۲'٤۲‏ » ۲2۲ زوجين من الصيغ التربيعية 
في « من ال متغيّرات معاملاتها في حقل الأعداد ا مركبة . ففي ا حالة غير الشاذة» يتكافاً 
الزوجان من الصيغ التربيعية تحت تحويلات غير شاذة إذاء وفقط إذا كان 

للمصفوفتين 8 عر + ۸4و 112 + © 1 القواسم الابتدائية نفسها . 


تكافؤ أزواج الصيغ حا 


ا عبارة قانونيّة لزوج من الصيغ التربيعيّة في الحالة غير الشاذة 
لنعتبر الزوج من الصيغ التربيعية في (93.1) حيث يمكن أن نفترض أن 4 غير 
شاذة. فمن السهل أن نرى بالتجربة أن للمصفوفة - ١‏ المربعة ۸ ×۸ : 


)94.1( 


1 
(n> 1: (a + N, n =1;‏ عع ههه هاه واورها هه واه و GE‏ وهاه 816 26 
a+\1.* 0 0‏ 0 


a+» 1 0 ٠.٠0 0م‎ 0 


قاس ابتدائيًا واحدًا هو"(» + ۸). وإذا أخذنا عندئذ: 


0 0 0 0 0 « 
0 10 000 #1 (94.2) 
aS | 1 yg B= eee , (n> D 
1 فرق‎ 0 » 1 0 
0 « 1 0 0 
أو‎ 
عم‎ )1(, B=(@, (1-م)‎ )94.3( 


ومن الواضح أن 4 غير شاذة» وأن كلا من 4و 8 متناظرتان ويمكن أخذهما كمصفوفتي 

صيغتين تربيعيتين» وللمصفوفة 8 + ۸4 القاسم الابتدائي الموصوف أعلاه "(ه +.0). 
من السهل أن نرى الآن أننا نستطيع كتابة مصفوفتين مربّعتين « × ۸ متناظرتين 

4و 8 » منها 4 غير شاذة وبحيث يكون ل 8 + 4 أية قواسم ابتدائية 

(94.4) تسن و ره + +a),‏ ,"زه بن 

مجموع قواها يساوي * . والمقادير » هنا ليست بالضرورة متميّزة. وفي الحقيقة كل ما 

نضطر للقيام به هو أن نأخذ 4و 8 كمجموعين مباشرين ل من المصفوفات 

A=A +A, +... + رك‎ (94.5) 

B= B+ ...ره‎ FB, (94.6) 


دنا مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


حيث ,4 مصفوفة مربعة ,لا × ,لامثل 4 في (94.2) أو (94.3) وذلك 
وفقًا لما إذا كان 1 < ,أو 1 - بد بنا , 8 هى مصفوفة مربعة ;۷ x‏ 1 مشل B‏ ف 
(94.2) أو في (94.3) مع وضع ,»بدلا من » . ومن الواضح أن 


A+ B= رمن‎ + 8( + (AA, + (ه+ب4 6 + ... + (يق8‎ (94.7 


وبما أن هذه المصفوفة تتألف بوضوح من قوالب قطرية منفصل بعضها عن بعض 
فنستنتج من النظرية (55 - 4) أن قواسمها الابتدائية هي بدقة تلك الموافقة 
لقوالبها ,8 + ,4< نفسهاء. أي العبارات في (94.4). 

وهكذا نكون قد برهنًا النظريةء التالية : 
نظرية )١-۹٤(‏ 

ي حقل الأغعداة ا مركبة تجذ صيفتان تربيعينان +1741 = (:ه + 
)١( = X8+‏ ط » في « من المتغيرات» 4 غير شاذة» بحيث يكون لصفوفة ا حزمة 
+B‏ 4ة قواسم ابتدائية موصوفة جموع درجاتها ” . 


2-6 تفسير هندسي 1 

برهن في الهندسة التحليلية المستوية أنه إذا كانت × ,ر تمثلان الإحداثيات 
الكارتيزية لنقطة في مستوى. وكانت المعاملات ٠‏ .... .5 ,۾ أعدادًا حقيقية » فإن الخط 
البياني للمعادلة 
ax? + 2hxy + by? + 2gx + 2fy +c =0 (95.1)‏ 
هو مقطع خروطي » يمكن أن يضمحل (761206عع06) في حالاات خاصة إلى زوج من 
الخطوط . وسنوافق على تسمية الخط البياني ل (95.1) مقطعًا خروطيًا بالرغم من أنه قد 
لا يكون هناك أية نقطة حقيقية عليه . وعلى سبيل المثال. سندعو الخط البياني ل 
(95.2) 0= 1 + ر + 2ر 
دائرة تخيلية . 

وفي العديد من الحاللات يكون من المناسب أن نجعل المعادلة (95.1) متجانسة 
بوضع ےو ے , على الترتيب» بدلا من × و ر ثم ضرب الطرفين في 7 . وستدعى 


تكافؤ أزواج الصيغ Ty‏ 


عندئذ الثلاثية (2 ,ر ,*) الإحداثيات الكارتيزية المتجانسة لنقطة ۶ . وإذا كان 0 * 2 . 
فإن م هي النقطة التي إحداثياتها الكارتيزية (ل ,)ع . أما إذا كان 0 = 2 فإن م 
هي نقطة في اللانهاية في الاتجاه (ر ,*) . وتصبح المعادلة (95.2) بعد كتابتها في صيغة 
متجانسة : 
عاق د اقزر ر 

وبصورة مشابهة. فإن المعادلة ×4 = 2روهي معادلة قطع مكافيء تصبح في صيغة التجانس : 
(95.3) جره = تبر 

وبعد جعل معادلة ما متجانسة وفقا للطريقة الموصوفة آنفاء فكثيراً ما نجد 
من الملائم أن يأخذ + و أو برو كل من مكان الآخر. وإذا قسمنا عندئذ طرفي 
المعادلة الناتجة على ووضعتا بدلا من و ربدلا من س » فيمكن أن 
0 المعادلة الناتجة غروطًا محتلمًا عن ذلك الذي قكلة التعادلة ااا ودا اة 
المعادلة الناتجة عن (3 .95( نتيجة لإجراء تبادل بين رو 2 ثم استعادة الشكل غير 
المنجانس هي 1 - رجه ومنل هذه المعادلة الأخيرة قطعًا زائدًا بينها تمل المعادلة الأصلية 
قطعًا مكافتًا . ونقول: إننا حصلنا على المنحنى الثاني من المنحني الأول نتيجة إسقاط 
خط محتلف على اللانهاية . ۰ ۰ 


ولاف استخدام المتغبرات × » :زو 2 » سنستخدم بصورة متكررة الإحداثيات 
الإسقاطية المتجانسة (× ,ر« .») ونتفق على أن أيّا من المقادير × الثلاثة يمكن أن يلعب 


دور 2 . 


45 - تصنيف أزواج الصيغ التربيعيّة في ثلاثة متغيرات 
لنرمز ب )٩,(‏ = 4 و (,ة) = 8 لمصفوفتين مربعتين 3 × 3 متناظرتين وعناصرهما 
قعل الأعداد المركبة» ولنرمز ب ل« ,رن ,,:«] = × لمصفوفة 1 × 3 أو متجه عمود 
مركباته ل .ند )٠‏ هي الإحدائيات الإسقاطية المتجانسة لنقطة في المستوى. 
ومنل المعادلتان 0 = X' BX =0 «c a(x) = X'AX‏ = (») م عندئذ مخروطين في 
المستوىء كل من حقيقي أو مركب. وإقا كاف ا سلا فإ المعادلة 


TA‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


= )8 + 2) 1 تمل حزمة من المخاريط مصفوفتها 8 + ۸4 . اښ ا 
مصفوفة الحزمة غير شاذةء أي أن الحزمة تحوي مخاريط غير شاذة. وبدون أي انتقاص 
من شمولية المسألة» يمكننا أن نفترض أن 4 مصفوفة غير شاذة . 

ووفسقا للنظرية (46 - )١‏ يمكننا دات اختيار 4 و 8 بحيث يكون للمصفوفة 
١4+ 8‏ أية قواسم ابتدائية . مجموع درجاتها يساوي 3 .وسنضلف ازم من المخاريظ 
وفقًا لمميز سيجر. 
41 يز سجر [(00:0 ,165 القواسم الابتدائية يه + ريه + ۸ه + ۸ 
ويمكننا في هذه الحالة أن تأخذ ١‏ = 4 و (يه ,يه ,,يه) B = diag‏ 5 أي أن 
ak,‏ + ريه + b (x) = a‏ وقد ند توعد a=‏ 
حيث نفترض أن جميع الاد امعمازة.. وسمكق أن بن ها أ الخروطيق 
يتقاطعان في أربع نقاط متميّزة. وهي الحالة العامة. ومن الواضح أنه ليس 
للمخروط 0 = (*) © هنا أية نقطة حقيقية . وللحصول على محل هندسى حقيقى 
يمكن أن ناخد د - د + د = 0ه و چږه - ديه + ره = () ف . والقواسم 
الابتدائية ل 8 + ۸4 هنا هي القواسم نفسها المذكورة سابقا. 


م7 
ذا 


وإذا وضعنا الآن × = ,× » ر = × و 1 = ,و2 » فسنحصل على مخروطين حقيقيين 
يوضحان الخالة 1 . وعلى سبيل المثال» 0 -1 - ”ر + دو 0 = 2 - ”ر25 - 50:2 


(11) تميّر سيجر هو [(1) (11)] » والقواسم الابتدائية يه + ۸ه + ۸ +۸ 
ونأخذ هنا 1 = 4 و (يه ,ره ,,») چن = 8 أي أن 2× + ثم + د = (٭) ۾ و 


تكافؤ أزواج الْصِبغ ۹ ۳۰ 


شكل 11 


يحول + يده + ده = (*) 5 . ويتقاطع هذان المخروطان في النقطتين (1,1,0) م 
و (1,0- ,1) © ويتماسان بصورة عادية عند كل من هاتين النقطتين . 
توضيح : 0 = 2 - ”ر + 22 و 0 = 1 - ”ر + ر 
(111) مميّز سيجر [(111)] » والقواسم الابتدائية ۾ + < » » +۸ » +۸ . نأخذ ثانية 
A =1‏ و (» ,» به) diag‏ = 8 . وهنا يتطابق 0 = (×) هو 0 = (×) 5 . 
(1۷) مميّز سيجر [(1) (2)] > القواسم الابتدائية 2(يه + ٠)۸‏ (,» + 2). وهنا يمكن أن 


نأخذ كمصفوفة للحزمة : 
0 0 به +1 
,أيه +ح 0 0 
1 وه + ۸ 0 
أي أن 0 0 a‏ 0 0 1 
وه 0 0| A= |o 0 1|, B=‏ 
«a, 1‏ 0 0 1 0 


ويتقاطع المخروطان 0 = 2x,‏ + × = () هو 0 = يد + تيبر b )x) = aî + 2a‏ 
في ثلاث نقاط يتماسّان في إحداها . 


شكل 1۷ 


3 مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


توضیح : لنأخذ × = ر 1- د ر لر = ړا 2= »و 3= ره » 
فنجد 0 = ر2 - ږو 0 = ر + ر6 -222. 

69 اهيز سجر [(1 ©] » القواسم الابتدائية ”(» + ۸) و (ه + ۸) نحصل على هذه 
الحالة من 17 بوضع ره = ,» . والمخروطان 0 = ر×2 + × = (») ۾ 
و0 = ود + (ر ر2 + 7 » = () م يلتقيان في نقطة واحدة (0,1,0) وها أربع نقاط 
تماس هناك . 


شكل ۷ 


توضيح : لشاأخد يد ×> 1= ر ر = يدو 2= ».» فلحصل على 


2y =0‏ + × = (×) مو 0 = بره + ر + ترج = زر) ظط . 
(9/1) مميز سيجر [(3)] » القاسم الابتدائي (» + 2) ويمكن أن نأخذ كمصفوفة للحزمة 
KA HB‏ 


VI 


تكافؤ أزواج الصيغ ميف 


0 0 X۸ +a 
0 X1 +a 1 7 


35 0 1 به X۸‏ 
و 
«a‏ 0 0 1 0 0 
A= jû 1 ûj, B=|0 » 1‏ 
«a 1 0‏ 0 0 1 
ومعادلتا المخروطين هما 0 = ,م22 + مد = (2) ۾ و 0 > e) + 2x ( + 2x‏ = م ؤ. 
ويتقاطع المخروطان في نقطتين (1,0,0) ۲ و (0,0,1) © » وما ثلاث نقاط تماس 
قي . 
توضيح : لنضع 1 > ,+ + د يدء لر= بد و1 + -»., فنجد 0 - ر2 + × = (2) ۾ 
و0 = بوره + 2y‏ + ثرح (×)ط . 
تمارين 
في كل من التهارين من ١‏ إلى 4 حدّد ما إذا كانت المصفوفتان 4 و 8 متلائمتين 
5 88 ]تو 8 -4 
0 1- 1- 2 
a 0 56‏ ا 
0 2 [30 16 
01 0 9 8 11 
AIF = Ql, Fm ; (۳‏ 


TV‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


0 0 1 2 5 1 
) .|1 0 8-10 وألة © بات A=‏ 
8 وب 0 9 11 4 


صنّف كلا من أزواج المخاريط التالية 0 = () »و 0 = (:) ط وفقًا لمصفوفة الحزمة 
8 + ۸4 وحدّد العلاقة الهندسية بين المخروطين . 


4y; (°‏ - ”ن + ”ےه = 2y, b)(‏ ¬ 2ه = (يه)أه 
2y, b() = a" + 2y + yî; (٦‏ + ”2 = )2( 
۷( ;2 - ”ر + "2 = b)(‏ ,1 - شن ل ته = a)‏ 
م ) ريمس 2y‏ ل 2 - ثم = az) = z" — 2y" + 2y, b)(‏ 
۹ - 2ك + ن) + هه = e‏ ,1 - + و = a‏ 
۴ 4 ع 4y"‏ ثم = oy — 7, (a)‏ + شن داتع = ad‏ 
2y - 3 (1۱‏ اين + ثن = رهاز ,4 ع 4y‏ - ے = a)a(‏ 
)١7‏ و س 7y‏ وق + م تن = رهاق ,و ¬ ج = a)‏ 
4y - 5 (1۳‏ ل 2y - 1, b)( = a”‏ - "ے = a)a)‏ 
y, D(z) = a” + y (1٤‏ ¬ "7 = (ه)ه 


16( 1[ س تج = )ا ,1 — y"‏ ل ثه = a‏ 


[كصفوفات 
المتساد اة 


۷ - صياغة المسألة 
لتكن (.4) = ۸ مصفوفة مربعة « × عناصرها في حقل عددي 7. . إذا كانت 
(.) = × مصفوفة مربعة ثانية ۸ × ۸ » فليس صحيحًا بصورة عامة أن 
AX = XA (97.1)‏ 
وإذا صخت العلاقة (97.1) قلنا: إن 4 و × تبادليّتان أو إنه) تقبلان المبادلة . وسنفترض 
أن 4 مصفوفة معروفة ومسألتنا هي إيجاد جميع المصفوفات × التي تحقق (97.1) . وکا 
يقول ماك دوقي (66ن<1 8036) فالمسألة ليست تافهة . 
فيمكن أن نحاول حل المسألة كما يلي. لنعتبر (,») عناصر × كمجاهيل . 
فعندئذ إذا ساوينا عنصري الموضع (2.:) في طرفي 3 نج 
a‏ 5 


= 1y tel E f? 

وهذا يقودنا إلى ”من المعادلات الخطية المتجانسة في ”من المجاهيل × . وبا أن حل 
جموعة معادلات كهذه يتضمن عمليات قياسية فقط. فإنه يمكن في هذه الحالة إيجاد 
حلول × عناصرها في الحقل2. نفسه . ولكن الطريقة لا تسحب نفسها بصورة مباشرة 

إلى حل عام للمسألة. ولذلك فإننا سنواجه المسألة بطريقة مختلفة . 
قبل كل شيءء نلاحظ أن مجموعة كل المصفوفات × , التي تقع عناصرها في 
الحقل 2 ٠‏ والتي تحقّق (97.1) تشكل فضاء متّجهات خطيًا فوق2. وعم 
الواضح أن السترقات ققق الشروط (5 5ى .,3.0( . وفضادٌ عن ذلك» إذا كانت × 


۳1۳ 


YE‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


و ¥ مصفوفتین تحققان (97.1) وکان ۸ و مرعددين سلّميين, فمن الواضح عندئذ أن 
۲م + ×۸ تحقق (97.1). ويمكن عرض هذه النتيجة على شكل نظرية . 


نظرية )١-۹۷(‏ 
لتكن ۸4 مصفوفة مربعة :« × ۸ عناصرها رو تمي لحتل فمجبموعة کن 
السقزيات ای ر والتي تحقق العلاقة 4+ = 4 تشكل فضاء 


متتجهات تخطيا فرق . 
ونبرهن بعد ذلك النظرية 
نظرية (91-؟) 
إذا كانت 8 = مما -م ولا = ۱×۲ ۲ » فعندئذ يكون 4× = ×4 إذاء وفقط 
إذا كان ¥8 = BY‏ 
ذلك لأن BY = P IAP. PIXP = PIAXP,‏ 
و جيرا حم = YB = PXP. P"IAP‏ 


ومنه 2 (4× - ×4) ١ط‏ = ۲8 - 8۲ . وبما أن م غير شاذة فإن 0= ۸× - ×4 إذاء 
وفقط إذا كان 0 = هلا - B¥‏ , 


وعند دراسة المعادلة (97.1) » تمكننا هذه النظرية الأخيرة من وضع أي مصفوفة 
مشاعهة ل 4 بدلا من المصفوقة 24 . وسنجد من الملائم أن ن نضع بدلا من 4 صيغة 
جوردان القانونية الموافقة ل ۸ 5 وبعبارة أخرى. ساعد 4 في صيغة جوردان القانونية 
الخاصة پا 


۸- استخدام صيغة جوردان القانونية 
لتكن الدالة المميّزة ل 4 : 
a)", (Zn, = n),‏ - .0 ... ليه f0) = (=a) "a=‏ 
بحيث يكون ل 4 جذور مميزة متميّز بعضها عن بعض هي و ود بووة اب #امكورة 


المصفوفات التبادليّة ثرا 


: ر على الكرتيب . فعندئذ تكون صيغة جوردان القانونية الموافقة 3 4 هي‎ ٠... 


OL, (98.1)‏ دن وق sÛ‏ مدو عد قوط وى AS‏ 


)98.2( 


والدالّة المميّزة ل ,دهي "(» -) » بينم تحدّد القواسم الابتدائية ل/4- ,ل » 
ودن بعدد وتوزّع المقادير 1 في القطر العلوي الأول. 

وبا ننا نريد ل × أن تقبل التبادل مع 4 » فلا بد ها أن تقبل التبادل 
مع كل كثيرة حدود سلّمِية في 4 » وبالتالي مع المصفوفات الرئيسة متساوية القوى 
E,‏ ,... رآ E,‏ الموافقة ل 4 . والآن» معتبرين 4 في صيغتها القانونية (98.1) » نستنتج 
من الفقرة ۷۷ أن ,ع هي المصفوفة التي نحصل عليها من 4 في (98.1) بعد أن نضع بدلا 
من ,7 المصفوفة المحايدة 8 المربعة ۸ × ۸ » ونضع 0 بدلا من كل المصفوفات 7 الباقية . 
والآن لنجزيء × » صفوفها وأعمدتها على حدٌ سواء, تمامًا ى) تتجزأ 4 في (98.1) » 
فنجد 


X= Xan Xn ° Xy|. )98.3( 


مس فدخل إلى نظرية المحدّذاك والمضفوفات 


ومن السهل أن نرى أن 
0 0 0 
8 2 3 - ا 
Xu Xe 9 E = 0 ê a 8 KER 0‏ = 18.6 
Xe; 0‏ 0 0 0 0 
0 0 


بحيث إن × ,£ = ,£ × إذاء وفقط إذا كان 0 - 


قوالب قطرية من الشكل 


× = × . وبالتالي فإن × هي مصفوفة 


X =X Kg | << + حا‎ 0 Xa سنك‎ 0 |. (98.4) 


ونرى الآن مباشرة أنه لكي تقبل × في (98.3) التبادل مع 4 في (98.4) يلزم 
ويكفي أن يكون 0 - رلا » (زع:) , وأن كل ,× تقبل التبادل مع ,/الموافقة لها . وهكذا 
نكون قد اختصرنا المسألة إلى الحالة التي يكون فيها ل 4 جذر ميّر وحيد ». 

لنفرض الآن أن ل 4 جذرًا تميرًا وحيدًا » . ولتكن القواسم الابتدائية 


ل ۸7-4 هي : 

(98.5) اا ل ,1 û-j‏ 

حيث نأخذ ,7< ... < رہ < ۷و۸ v=‏ 5 , وتكون صيغة جوردان القانونية ل ۸ هي 
Jı 0 0‏ 

(98.6) 0 ولت 0| حل لط ... طاول A= Ji‏ 


المصفوفات التبادلية ¥ 


والدالة المميزة المختزلة ل 4 هي "(ه - <) بحيث إنه إذا وضعنا ۸ = 1» - م 
تكون N‏ معدومة القوى ودليلها إلا وفي ا لحقيقة تكون القواسم الابتدائية لقا 
ھی خو 0 وکن کا عل الشكل: 


N=N+Ns+4 +N = | 0 Ns < 01 (98.7) 


حيث ,۸ مصفوفة مربّعة ١,‏ × ر۷ ها قاسم ابتدائي وحيد هو "<. وبا أن 1 » 
مقدار سلّميء فمن الواضح أن × تقبل التبادل مع 4 إذاء وفقط إذاء كانت × تقبل 
التبادل مع ١‏ . ومسألتنا إذن هي أن نحدّد أعمّ مصفوفة × . مربّعة «* وتقبل التبادل 
مع ۷ المذكورة في (98.7). أي لنكتب 


Xu Xia Xiu 
X= Xan Xa °° Xoy 0 )98.8( 
Xa Xa Ke 


NiXu NiXıa 00 000 XuN, XıaNa 5586 لال كار‎ 
او ار‎ NX °°° NX] = | الالو‎ XaNa ٠٠١ XaN|, 


N.Xa NX 5-5 00 XaN, XaNs ت‎ XN: 


...2 .1ت NXg = XN; (hj‏ 
ونبرهن الآن التمهيدية التالية : 
تمهيدية )١-948(‏ 


لتكن ,۸ صيغة جوردان القانونية لمصفوفة مربعة :« × 7# » معدومة القوى وغير 


۳1۸ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


متردية » ولتكن ,۸ مصفوفة مربعة « × ۸ من النوع نفسه . فالصفوفة الأعم ج 


التي تحقق العلاقة ,۸ = نظ هي من أحد الشكلين (98.9) أو (98.10) وفقًا ما إذا 


کان م > بم أو ۸ < بم : 


| 0 26 ® Tm-1 
0 0 0 مه‎ za, ص‎ Sm (98.9) 
1 0 0 0 Zo 
Zo 2 2-1 
0 To 20-2 
0 ls (m > n). (98.10) 
0 
0 0 0 


ومن ا مفهوم ضسًا أنه إذا كان ” - 7# . فإننا نحذف الأعمدة ال : - :7 الأولى التي 
تحوي أصفارًا في (98.9) » أو الصفوف ال :+ - «” الأخيرة التي تحوي أصفارًا في (98.10). 


لبرهان هذه التمهيدية. لتكن (x)‏ = × المصفوفة م × ” التى نريد تحديدها. 
فتقود العلاقة ,۸× = ,لا عندئذ إلى ما يى : 


Tr» Tan‏ ريك 

0 Zm Za °*** n 
Z3 Ts: Tan 
O TD = |0 رونك‎ Fa: 20-1 
ky e tug] ا‎ 
0 0 0 0 i Fé Tan-1 


ومن العمودين الأولين في المصفوفتين نجد مباشرة 
)98.11( 09ک = 


1 روه 
بينما نجد من الصفين الأخيرين : 
)98.12( اا y=. =X‏ برد اع 


المصفوفات التبادلية ۳14 


وفضال عن ذلك» وبمساواة العنصرين في الموضع 7.) من المصفوفتين نجد: 


ELA. D 


3# )98.13( 


جع ki17‏ 
,2= 
وإذا اتفقنا على أن نعرّف 
0 ×= 


2 HAN 


فسنرى أن (98.13) تصح أيضًا من أجل ۸= ۸ء 1-1 . 

وإذا اعتبرنا الآن العناصر ,ب ,ررك ,, ,»على أنها العناصر التي تشكل القطر 
الزقيس+ فمن الراضح أن (98.13) تبينٌ أن جميع عناصر × الواقعة في خط مواز للقطر 
الرئيس متساوية . ووفقًا لذلك؛, إذا رسمنا عبر العنصر × الواقع في الزاوية اليسرى 
العليا من المصفوفة » وعبر العنصر ,× ء الواقع في الزاوية اليمنى الدنيا من المصفوفة» 
خطین موازيين للقطر الرئيس» ففي ضوء (98.11) و (98.12) » يكون كل عنصر يقع 
على يسار أي من هذين الخظين مساويًا للصفر. وعلى طول الخط من بينم الأبعد في 
اتجاه اليمين وعلى طول المخطوط الواقعة إلى اليمين والموازية لهذا الخط. تكون العناصر 
حميعها متساوية, إلا أنها في) عدا ذلك تكون كيفية . وبالتالي فإن المصفوفة × هي من 
الشكل المبينٌ في التمهيدية» وهو المطلوب . 

ويتضح بالتجربة أن عدد العناصر الاختيارية في (98.9) هو :” » بينها عدد 
العناصر الاختيارية في (98.10) هو ” . وهكذا نجد النتيجة: 


kO 


نتيجة (۲-۹۸) 

إذا كانت × في (98.7) تقبل التبادل مع ۷ ني (98.6) » فإن عدد الوسطاء 
الاختيارية في كل مصفوفة جزئية ,× هو « إذا كانت بل مصفوفة مربعة ۸ × ۸ » ولكنها 
تساوي البعد الأصغر ل با في حال كونها غير مربعة , 

ويمكننا استخدام هذه النتيجة لتحديد العدد الكلي للعناصر الاختيارية في × . 
ونفترض كا في (98.5) أن ,۷ < ... < را < 7 وعندئذ ومن أجل كل من 
ال 2-1 من المصضفوفات الخرئية ,2 ٠٠‏ م م .دو وبل الواقعة 


FT‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


في الصف الأخير والعمود الأخير من × » يكون البعد الأصغر هو ,۷ . وبالتالي فإن 
العدد الكل للعناصر الاختيارية في هذه المصفوفات هو,3(۷-:2) . وإذا حذفنا الآن 
هَل اققات الجزئية» نجد أن العدد الكل للعناصر الاختيارية في الصف الأخير 
والعمود الأخير من المصفوفات الناتجة هو ,_,:(1 -26) . وأخبراء فإن عدد العناصر 
الاختيارية في ,هو ,7 . وبالتالي فإن العدد الكل للعناصر الاختيارية في × هو 
Dv,‏ 1+2 / 

وهكذا نكون قد برهنًا النظرية : 
نظرية (۳-۹۸) 

لتكن 4 مصفوفة مربعة ۸ × ۸ جذرها المميّز الوحيد هو » » ولتكن 
"(ه-0.... a)", û-0)”‏ -0 » حيث ,۷< ... < ر١‏ < ,لهي القواسم الابتدائية 
ل 4 - 11خ. فإن أعم مصفوفة ¥ تقبل التبادل مع 4 تحوي 


1 
2 (i 1v, =v, + 3v, +... + (2= 1v, 


NEN د‎ (=3 


من الوسطاء الاختيارية . 
توضيح : لتكن 4 المصفوفة 7×7 : 


0 ! 0 0 1 8 0 524 
0 0 0 ا 8 I‏ 2 0 
0 )0 10 1 2 00 
a= 000 2106 010‏ 
فإن أعم مصفوفة × تقبل التبادل مع ۸ هي 110 0/2 0 6ه 
210 6ه م مه 
h1‏ ول | ون ونه a‏ ونه 012 010 0 00 
١ 0‏ مل 0 | ينه Zz Fi‏ 0 
0 1 0 0 اانه مه 0 0 
x= 00m! 0010|‏ 
h1 n Wo‏ م 0 0 
9ض دارم م هه 
اوم 10مه 0 0 0 


المصفوفات التبادليّة ۳۲١‏ 


وا أن القواسم الابتدائية ل 4 -۸1هي *“(2 -2). ”(۸-2)و (2- ۸) 
فلدينا 4 = ,۷ » 2= ر۷ » 1 - ,او 3 =۲ . وبالتالي فإن عدد العناصر الكيفية في × 
الو 86:2515 4 EN F5;‏ كه 

وفي الحالة الخاصة التي تكون فيها 4 غير متردّية» يكون للمصفوفة المميّزة 
4 - 17 قاسم ابتدائي وحيد "(» = » وتُختزل 1 » - 4 = ۷ في (98.7) إلى قالب 
واحد. وني هذه الحالة تتألف أعم مصفوفة × . محققة للعلاقة 4× = ×4 » من 
الصفوف ال ۸ الأولى من (98.10) فقط . 


ومنه 


X= |0 0ن‎ & °°° Za) = al حك‎ aN + aN? ...سل‎ + aN". 


بعد ذلك لنأاحذ هكم صفوفة غير متزدية دالتها المميّزة 
"أيه = a...‏ - 0 أل» -0 - (0 f]‏ «” = ,۸ 8) » والمقادير » جميعها 
مختلفة. فعندئذ تكون 4 من الشكل (98.1) » حيث كل ,في (98.2) هي الآن غير 
متردية . وأعم مصفوفة × بحيث إن 4× = ×4 تكون من الشكل (98.4) حيث تقبل 
بل التبادل مع ,7 . وإذا رمزنا الآن ب ,5 و ,2 . على الترتيب» للمصفوفتين الرئيسة 
متساوية القوى. والرئيسة معدومة القوى الموافقتين ل 4 والمقابلتين للجذر ,» . فنجد 
من نتيجة الفقرة السابقة أن 

Xe = PE. + ا‎ F الل ا‎ 

وعندئذ نجد وفقا ل (98.4) أن 


X = Xu e 1 X= 5 (zê E: ا‎ 2N: مل‎ aes FF EN Ye 
=1 


وبا أن , ,۸۷ كثيرتا حدود سلّمِيتان في 4 فنستنتج أن × هي كثيرة حدود سلّمِية 
في 4 . وهكذا نجد النظرية : 


FIT‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
نظرية (۹۸- )٤‏ 

إذا كانت 4 مصفوفة غير متردّية» فإن أعم مصفوفة × تقبل التبادل مع ۸4 هي 
كثيرة ا سلمية في 4 . 


۹ - المصفوفات الجزئية متساوية القوى ومعدومة القوى المصاحبة لمصفوفة 4 
لنعتبر المصفوفة 4 المربعة 3 × 3 بجذر مميّز وحيد : 


4 1 0 
A= |0 4 0| (99.1) 
0 0 4 
فمن الواضح أنه إذا أخذنا‎ 
1 0 0 0 1 0 
I= |0 1 Ol, ` M = O 0 0| (99.2) 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 
H,= O 0 Ol; AM: =0; 
0 0 1 فعندئذ‎ 


HÎ = Hg HSH, It FH, =I, HH; = Hilly =0; 
HM, = MH) = My. HM, = MH, = وأا‎ 
HM» = MH, = HM, = MH, = 0. (99.3) 
711: =0, 4 - 4H, + M, + 4H: 


وهكذا فإن مجموعة المصفوفات في (99.2) تحقّق معظم الخواص التي تحمّقها 
المصفوفات الرئيسة متساوية القوى ومعدومة القوى كا ذكرناها في 5/. وعلى أي حال» 
فمن السهل التحقق من أنه لا يمكن التعبير عن ,]1و ر۲1 لكثيرتي حدود 
ا فى اد , كلك اله [ذا عات gn‏ نسب أن a‏ 


المصفوفات التبادليّة از يفنا 


0 ©)'و )9(4 LOD‏ 
0م هم 0| = |0 1 0 
g0‏ 0 0 0 0 0 


ومن الواضح أن هذه العلاقة الأخيرة مستحيلة باعتبار أنه لا يمكن أن يكون 
1 = (4) ۾ و 0 = (4) و في الوقت نفسه. 

وتدعى مجموعة من المصفوفات كتلك البيّنة في (99.2) مجموعة المصفوفات الحزئية 
متساوية القوى ومعدومة القوى الموافقة ل 4 . ومثل هذه المجموعة ليست وحيدة» ذلك 
لأنه إذا كانت ۶ أي مصفوفة غير شاذة تقبل التبادل مع ۸ » فعندئذ 4 = ۶۸٣‏ . وإذا 
6ا 


P“H,P = H,, PMP = Mj PH,P = Hy, P°M,P = Mr, 


فمن السهل رؤية أن المجموعة .27 ,,17 ,1 ,11 تمق جميع العلاقات في (99.3) . 


وعلى سبيل المثال. لتكن 
3 2 1 3 ه- 1 
Ol‏ 1 0 م بحيث إن .|0 1 0 عدم 
1 2- 0 1[ 2 0 
فمن السهل التحقق من أن 
8 1 :0 3 ب 1 
I= 0 1 , Mı = |0 0 0|,‏ 
0 0 0 0 0 
(99.4) قمع م 5 
i= 0 0 60|, M=0‏ 
1 2- 0 


ونلاحظ هنا أن ,1 = ,11 . وهذا يعود لحقيقة أن ,۷ هي في الواقع مصفوفة معدومة 


لقا مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


القوى رئيسة. وبالتالي فإنه يمكن التعبير عنها ككثرة حدود سلّمِية في 4 . ومنه» 
وباعتبار أن 7 تقبل التبادل مع 4 فهي تقبل التبادل مع ,24 » وبالتالي تحول ,2 إلى 
وأعم مصفوفة غير شاذة ‏ تقبل التبادل مع 4 في (99.1) هي : 


6 9 8 
= |0 a 0|, (ae # 0). 
0 d e 
dê 60 = bê وهنا عه‎ 
مس واليه)- حم‎ o, 
0 وين قير ود اا ا ته مم‎ 
ae cd ce 
i = PHP = Û 0 ae بأو‎ (99.5) 
0 —ad 0 
0 =o ee 
I, = PHP =3 0 0 0l, = Ma - 0. 
0 ad ae 


ومنه ينضح وجود ما لا نهاية له من المجموعات الجزئية متساوية القوى ومعدومة 
القوى الموافقة ك 4 . 

ومجموعتان من هذا النوع لا تقبلان التبادل بالضرورة. وعلى سبيل المخالء إذا 
أخذنا ,11 کا في (99.2) و ,27 كما في )99.4( فإن .2,2 عد ,2,17 


وفي هذه الحالة حيث 4 متردية يمكن استخدام المصفوفات الحزئية الموافقة 
ل 4 للحصول على حلول للمعادلة 4 = (×) 7 . أعم من تلك التي حصلنا عليها ني 
الفقرة 4/ا مستخدمين المصفوفات الرئيسة متساوية القوى ومعدومة القوى . ولنعتبر على 
سبيل المثال» المعادلة 


المصفوفات التبادليّة Ye‏ 


4 1 0 
X'= 4= 0 4 0|. (99.6) 
0 0 4 


فالمصفوفتان متساوية القوى الرئيسة ومعدومة الفوى الرئيسة هنا هما 


0 1 0 
8-7, N= [0 0 oj, 
0 0 0 


بحيث يكون N‏ + 1 4 = 4 . ولدينا وفقًا لطريقة الفقرة ۸٠‏ : 


1/2 
فد 0 56" چ )¥ + 0 - )¥ + ل = 4 = ¥ 


X= 0ع‎ 
0 


O N مسبم‎ 
° 


وعلى الوجه الآخر فقد تبينٌ أنه يمكن استخدام المصفوفات في (99.4) كمجموعة 
من المصفوفات الحزئية الموافقة ل 4 في (99.6). ويمكن أن نكتب عندئذ 


A = 48, + M, + 4li, = 10 + ف‎ + 47 


1/2 1 
,2 +4 و 3 421(1 47 


1 
ا 
لتر 
3 
چ 
بآ 
د 
H‏ 
9 
3 


1 
35 
احلا 
م 
x‏ 
نه 
3 
حرف 
35 
ته 
ج 


۳۹ مدخل إلى نظرية المحدَّدَات والمصفوفات 
وإذا استخدمنا الإشارات العليا في الحد الأول والدنيا في الآخر وعوّضنا المصفوفات 
المعطاة ف (99.4) » نجد: 


ومن السهل التحقق من أن ۸ = 86 » وينّضح أن × ليست كثيرة حدود في 4 . 
وباستخدام مجموعات مختلفة من المصفوفات الحزئية متساوية القوى ومعدومة القوى» 
تتضح إمكانية الحصول على ما لا نهاية له من الحلول الأخرى للمعادلة المفروضة . وني 
الحقيقة من أجل مصفوفة 4 متردية, يمكن تحديد كامل دراسة المعادلات الجبرية 
السلمة 4 = (×) ه بدلالة مجموعة من المصفوفات الحزئية متساوية القوى والحزئية 
معدومة القوى. وليس بدلالة المصفوفات الرئيسة متساوية القوى والرئيسة معدومة 
القوى. 


(Conjecture) الر هان على عدم نة حدس‎ 3 ٠ 
4 في بداية دراستنا للمصفوفات عرضنا حدسًا يقول: إنه إذا كانت مصفوفتان‎ 
و8 قابلتين للتبادل فيمكن التعبير عن إحداهما ككثيرة ة حدود سلمية في الأخرى.‎ 
. وسرعان ما وجدنا أن مثل هذا الحدس خاطيء. وذلك كا يتبينٌ من المثال البسيط‎ 


0 10 0 0 0 
A= |0 0 0j; B= |o 0 0| (100.1) 
0 0 0 0 1 0 


ومؤخحرًا عرضنا سنا يقول: إنه إذا كانت 4 و 8 تقبلان التبادلء فيجب أن 
يكون مكنا التعبير عن كل منهه| ككثيرة حدود سلّمِية في مصفوفة ثالثة © . وهذا الحدس 
خاطيء شا ذلك لأنه من السهل التحقق من أن المصفوفة الوحيدة © التي تقبل 
التبادل مع كل من 4 و 8 في (100.1) هي من النوع 7ع رودم و حعيث 


المصفوفات التبادليّة FEY‏ 


0b 0‏ 
0 0 0 = 0 » باعتبار أن 82-0 » ويمكن التعبير عن أعم كثيرة حدود سلّمية 
0 4 0 


في © على الشكل «ر + ا« - © . ونستنتج من 4 = 0ر + !× أن 0= + 
1= رط » 0 = ره » وبالتالي 0 -4 . وبصورة مماثلة. نستنتج من 8 = ر + 1'ندأن 
0= × 0- “بره و 1= “برك . ومن الواضح أن هذا الشرط الأخير مستحيل» باعتبار 
أن 4-0 . 
وقد يتراءى لنا أنه يمكن التعبير عن كل مصفوفة × تقبل التبادل مع 4 على شكل 
كثيرة حدود في مجموعة ما من المصفوفات الحزئية الموافقة ل 4 . ولكن هذا خاطيء أيضًا. 
ذلك لأن أعم مجموعة من المصفوفات الجزئية الموافقة ل ۸ هيا ,,37 ,2 المذكورة في 
(99.5) وأعم كثيرة حدود في هذه المصفوفات هي من الشكل 
UH, + mM,‏ + رقم = S‏ 


ويمكن كتابتها على الشكل 
kae (k — cd + mae (k — lece‏ 
kae 0 , (ae #0).‏ ق ا 
ae‏ 
(1l — 24 lae‏ 0 


ومن الواضح الآن أن المصفوفة 
4 0 41 
0 1 2-0 
} نه 0 


تقبل التبادل مع 4 . ولكن × + 5 بصرف النظر عن اختيارنا للوسطاءء ذلك لأننا نجد 
من الحدود القطرية أن 1 =1 =« . وعندئذ تعطي المساواة بين العناصر في الموضع (1,3) 
أن 1 - (ك) 0 . وهذا مستحيل . 


)١-1١١( نظرية‎ 

إذا كانت 4 مصفوفة متردية وكانت ¥ تقبل التبادل مع 4 » فليس من ا لمكن 
أن نعبر دائ عن + ككثيرة حدود في أي جموعة من المصفوفات ا جزئية منساوية القوى 
ومعدومة القوى ا موافقة ل 4 . 


- مجموعات المصفوفات المثلثة 

لتكن ... ,© ,8 ,4 مصفوفات عناصرها في حقل الأعداد المركبة 2 . لنتذكر 
من الفقرة 74 أننا نقول : إن المصفوفة مثلثة إذا كانت جميع عناصرها الواقعة فوق القطر 
أو جميع عناصرها الواقعة تحت القطر مساويةً للصفر. ونعلم من النظرية (4- )١‏ أنه 
إذا كانت 4 أي مصفوفة مربعة فتوجد مصفوفة واحديّة نا بحيث تكون ا۸ "نا 
مثلّثة . وإذا كانت 0 بحيث تصبح في الوقت نفسه كل من لالم" و 810 “نا مثلّثة 
فسنقول عندئذ: إن 4 و 8 تمتلكان خاصة المثلث. ومن الواضح أن عناصر القطر في 
مصفوفة مثلثة هي بالذات جذورها المميّزة. لتكن 


@ı 01 61 Bı Dı Dı« 
4 وه 0|ع‎ dan 5 B=|0 Bı Dan 
0 0 dn 0 0 Bn 


مصفوفتين مثلثتين. فمن الواضح أنه إذا كان »و1 أي عددين سلّميين» فإن الجذور 
المميّزة ل 18 + 4 ۸ هي بدقة ,16 + به ۸و (7... .1,2 - :) . وأكثر من ذلك» فمن 
السهل التحقق من أن 48 أيضًا هي مصفوفة مثلثة جذورها اة 

Bas <, ©,‏ ي© ,رق نه 


والآن كل كثيرة حدود سلمية ( ,۸) في متغيرين مر ,۸ هي اکب عش في 
جداءات قوى 2 وس . وبالتالي فإن الجذور المميّزة ل (4,8) رهي بدقة 
Fera eSB‏ 

وهكذا نكون قد برهنا النظرية التالية : 


المصفوفات التبادليّة TT‏ 


نظرية )١-1١١(‏ 
إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين مثلثتين جذورهما ا مميّزة هي » على الترتيب» 
© ۰۰ ۵ ور و ,6 ٠٠١‏ ر8 ۴ » وكانت (لا .() ركثيرة حدود سلمية في 1 و/ر . 


فيمكن دائً) أن نتخذ أزواجججا من ه و ,8 بحيث تكون ا جذور ا مميّزة ل (8 ,4) /رهي 
F(a, bJ, f (es by), <<. (ays By)‏ . 

ومن الواضح أنه يمكن تعميم هذه النظرية بصورة مباشرة لمجموعة تضم أي 
عدد من المصفوفات المثلثة . 

وبا أن الجذور المميّزة ل 4 » 8 و (4,8)/لا تتغير من خلال تحويل واحدي 
U‏ فلدينا النتيجة : 
نتيجة )١-1١١1١(‏ 

لتكن 4 و 8 مصفوفتين جذورهما ا مميزة هي په .... .,© و ,8 .... .,8 » على 
الترتيب » ولنرمز ب ١(‏ ,3) /لأي كثيرة حدود في ۸و م . إذا كان للزوج 4 و 8 خاصة 
ا مثلث» فيمكن دائ) اتخاذ أزواج من ا جذور » وا جذور 8 بحيث تكون ا جذور المميّزة 
ل (5 ,۶)4» هي على وجه الدقة » (,ث .ي6)/ر.... ,ين ريه)/.( ,8 .,©)/ . 

ونبرهن الآن النظرية : 
نظرية )۳-٠١١(‏ 

إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين قابلتين للتبادل فيمتلك عندئذ الزوج 8 ,4 خاصة 
ا لمثلث» أي أنه توجد مصفوفة واحديّة 7 بحيث تكون كل من ال مصفوفتين 8/07 
ول0 مصفوفة مثلثة . 

ونحتاج أو للتمهيدية التالية : 
تمهيدية )٤-٠١١(‏ 

يكون لصفوفتين 4 و 8 قابلنين للتبادل متجه لا متغثر مشترك واحد على 
الأقل» أي أنه يوجد دائيًا متجه عمود غير الصفر [,د .... ,ية , ,:] = ¥ بحيث إن 
× = 4¥ » لاق = 8 » حيث » و 8 جذران عيّزان ل 4و 8 » عل الترتيب . 

إذا كان » جذرًا ميًّا ل 4 وكانت + صفرية 1» - 4 » فيوجد فضاء متّجهات 
على من الج اكت عد لمق الابسلاة؟ ؛ وسييث يرن نه د ت 


كن مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


يلو وو[ لابحيت تشكل اساسا هذا القضاء.. من الغرط 84 = 48 لدينا: 
ABX, = BAX, = BaX, = aBX.,,‏ 

وه 

(A-aNBX,=0, (i=1,2,. | OLY) 


ويتضح من هذه العلاقة كل من الب ات 86 ينتمي | إلى فضاء المتجهات 
الخطي ٣‏ . وبالتالي يوجد ”7 من الأعداد اا ۸ بحيث إن 


BX = kX + ... + kK, 


(101.2). (مصفوفة 7 ) د area abi‏ اديه تل تا 
لذي + ...+ اي - BX‏ 

لتكن 8 جذرا يرا ل . فعندئذ يوجد متجه (».... .ره ,,©) بحيث إن 
ka 8‏ فو هد kg‏ 
(101.3) قي يجحا AE‏ عله بو جرح عنمت a‏ 


Ké Feat EE = 86.‏ 
والآن لنضرب المعادلات (101.2) في .».... ٠ر٠٠‏ على الترتيب» ثم نجمعها فنجد : 
Bee. (101.4)‏ سك 5 لك ٠٠. eX) = BOX)‏ حك BEoX,‏ 
وإذا وضعنا كارح + ... + اله =۲ فلدینا 
BY - 87‏ 

بحيث يكون ۷ متجهًا لا متغيراً من متّجهات 8 . وفضللاً عن ذلك» فمن الواضح 
۷ متجه لا متغيّر من متجهات 4 باعتبار أنه واقع في فضاء المتجهات ت 
يُرهنت التمهيدية . 

ونمضي الآن إلى برهان النظرية الرئيسة ٠١١(‏ -”). لنستخدم الاستقراء 
بالنسبة لمرتبة المصفوفة ‏ » فأول ما نلاحظه عندئذ أنه إذا كان 1 = 4 . فإن المصفوفتين 
| : (۵) = 4 و (8) = 8 هما مصفوفتان مثلثتان. أو يمكن اعتبارهما وقد حُوّلتا إلى 
الشكل المثلث بوساطة المصفوفة الواحدية (1). ونفرض الآن أن النظرية صحيحة من 
أجل مصفوفتين مربّعتين (1 - ۸) × (1 - ) قابلتين للتبادل ,4و ,۰8 ثم نبرهن أنها 
صحيحة من أجل مصفوفتين مربّعتين ۸ × ۸ قابلتين للتبادل 4 و8 . 


لمصفوفات التبادلية 4 
وبالاستناد إلى التمهيدية نجد أن للمصفوفتين القابلتين للتبادل 4 و 8 متجهًا 
لا مَتشَيرًا واحدًا على الأقل [يك ,... ,رردة,,,ه] مشتركا فيا بيهها. تعيذ الآن هذا المتجه 
إلى الشكل الناظمي » في حالة الضرورة» وذلك بقسمة كل من مركباته على 
إلا 2 » ونستخدم المنجه الناتج كأول عمود من مصفوفة واحدية ۷ . ويمكن 
ملء الأعمدة الباقية بعدة طرق إذا كان 2 < ۸ . والعمود الأول من المصفوفة ۸۷ هو 
المتجه العمود [ر,” © r‏ هلا »] » ومنه وبالاستناد إلى خواص معروفة جيدًا 
للمصفوفة الواحديّة, نستنتج أن 


0 
0 
1 
1 
AW = 
V*AF ۱ : )101.5( 
0 
0 


8 luau zt 
ا“‎ = 
Û i 
0 
FBV = Û : )101.6( 
2 
0 ¦ 


وتشير العناصر :ني الصف الأول هنا إلى عناصر غير محدّدة؛ بينما ,4و ,8 مصفوفتان 
مربعتان (1 - ۸) × (۸-1). 
ومن هاتين العلاقتين الأخيرتين نجد بحساب سهل أن 


1 
1 
0 8 1 0 1 (101.7) 
1 
1 
0 
0 


1 
0 
1 
V*ABV = : FFE N : 
A > | BM | 
0 


هنا مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
ومنه وباعتبار أن 84 = 48 نجد أن ,8,4 = ,8ر4 . وبما أن ,4و ,8 يقبلان 
التبادل فوفقا للفرض الاستقرائى توجد مصفوفة واحدية ,18 مربعة (1 -4) × (۸-1) 
بحيث تكون ,۷4۷و ,۷8,۷ مثلثتين. إذا وضعنا [ (] = ۷ ووضعنا 
77 = 1 » فنستنتج أن المصفوفتين ا10۸ و 7ا08 كليهها مصفوفتان مثلثتان. وهو 
المطلوب . 

ويمكن تعميم نت ئج هذه الفقرة لمجموعة تضم أي عدد من المصفوفات 
4 .... بول 4 التي تقبل التبادل أزواجًا أزواجًا. وإذا اتبعنا خط النقاش نفسه المتبع 
في حالة مصفوفتين» فيتضح تتشي أنه مين كافيًا الرهان على أن ل ”من المصفوفات 
سح لا تو واحذا عل لال م کا فیا بينها. وسنبرهن هذه العبارة بالاستقراء 

لنفرض الآن أن ل 1- ”من المصفوفات ,4 ٠.٠,‏ .رك ,رك متجها 
لاامتغيرا:مشتركا +3 ٠‏ اولنفرض, أن هذا العجه يبفق عن الخدر المميّر ثل هة 
هل ر4 و "ءل ,_ 4 . فعندئذ 
A,X =a xX G=1,2,...,m-—1) )101.8(‏ 

ن أجل الجذور اء نفسهاء قد تتحقق المعادلات (101.8) من أجل | < + من 
7 الق ميا ولنديقا عتتدكة أقضاة متجهات خخطي " له © من الأبعاد 
وحتجهاته فق (101.8) . وإذااشكلت أ ميل × أساسا ل ٣‏ فلدينا 
PAX;‏ = مر ري لد = بكتري رم 
ومنه 
امول كت ووس i‏ و0 حبكي ف (1 لهات (A,‏ 
ومن هذه المعادلة الأخيرة يتضح أن ال + من المتجهات ,4 تنتمي إلى فضاء المتجهات 
خط ٣‏ الذي يضم يد.... ,يك ,,يكاسامن» وبالتالي». وتنامًا كنا رآينا في برهان 
التمهيدية 3٠١ ١(‏ -4)» يوجد متجة 
eX,‏ + جد CX,‏ + 5226 = ¥ 

بحيث يكون ۲ 9م = A۷‏ . وفضلاً عن ذلك وباعتبار أن ۶ هو متجه من 
الفضاء ۲ » فلدينا أيضًا ۲ 0م = 4۷ . 


المصفوفات الشادلية بيك 


وهكذا نجد النظرية : 
نظرية (١١1-ه)‏ 

لتكن ,4 .... ٠ر4 4,١‏ جموعة تحوي ”من ال مصفوفات المربعة ۸ × بر 
القابلة للتبادل فيا بينها وعناصرها في حقل» ولتكن ا جذور المميّزة ل ,4 هى 
هه و اه . اين إفامة ترش وخ جلو رال مصفرفة بحيث إنه إذا 
قانت له ية جد سلمية آي ال جسن المفيات ية م قاق 
الجذور الميزة ل لرك ...برام ر4 هي لاه ,... 2ه اما ...ع 


1) a2) (mn) 
FI ga 


۲ - المصفوفات شبه التبادلية 

تعريف 

لنرمز ب 4 و 8 مصفوفتين مربّعتين ۸ × « وليكن © = 84 - 48 . إذا كان 
CA = AC‏ و CB = BC‏ فتدعى ۸ و# مصفوفتي ماك كوي شبه التبادليتين . 

ويتضح من التعريف أن مصفوفتين 4 و 8 قابلتان للتبادل با معنى العادي 
للكلمة تكرتان أبضااشبه تبادلیتق. 

ونبرهن الآن التمهيدية التالية : 
تمهيدية )١-1١1(‏ 

يكون مصفوفتین 4 و8 شبه تبادليتين دائيً) متجه لا منغير واحد على الأقل . 


ليكن « جذرًا ميرًا ل © . إذا كانت > هي صفرية 1,1 - © خ وة فضا 
متجهات خطي ٣‏ ذو من الأبعادى بحيث إن كل متجه لمن الفضاء يحقق المعادلة 


=X, (102.1)‏ ين 
لتكن المتجهات ,× ,... ,يل , × أساسًا للفضاء ٣‏ . فعندئذ حمق كل متّجه ,× العلاقة 
(1021) » وعلى العكس يمكن التعبير عن كل حل ل (102.1) كتركيب خطي في 

المنّجهات × . 


ومن العلاقة 460 = © نحصل على 


CAX,= ACX, = AYXK, 


8 ماعل ]فى نظرية الحقدات والضافقات 

مته 

(EDAR =U GO = Aes) )102.2( 

ومن هذه المعادلة نرى أن المتجهات 6 تقع ضمن الفضاء 7 . وبالتالى يوجد كين 
الثوابت ,»۸ بحيث إن 


(مصفوفة >[ ) EAE‏ كه E SE‏ فحت افاج 
A RR Fa FER,‏ 

أو 

AX, =Z kX, ا ل‎ (102.3) 


وبطريقة مشايهة تماما نستنتج وجود ٣‏ من الثوابت ,ا بحيث إن 
)102.4( .0,... ,1,2 =( و BaD‏ 

وإذا ضربنا طرفي (102.4) على اليسار في 4 واستخدمنا (102.3) نجد 
ABX,= Z1AX,= ZIREK‏ 


01 E 0 


بينا نحصل بصورة مشاءبة من (3 .2 ) على 
بالا BAX, = Z‏ 


وبطرح المعادلتين الأخيرتين طرفا من طرف واستخدام (102.1) نجد 


y= Sak “RIX, =1,2,...,7 


e i 
XX, ولدينا هنا + من العلاقات الخطية التي تربط بين ال + من المتجهات‎ 
28 0 وبالتاليء وباعتبار أن هذه المتجهات الأخيرة مستقلة ا فيجب أن‎ 
الشرط‎ 
1و ع رط ع].]‎ )102.5( 

والآن وقد عرّفنا أثر مصفوفة مربّعة م بأنه مجموع العناصر القطرية في المصفوفة» 
فهذا يساوي وفقًا للنظرية (۲۷ )١-‏ مجموع الجذور المميّزة ل . ومن الواضح أن أثر 
(© -5) يساوي أثر م ناقصًا أثر © . وبالتالي» وباعتبار أن النظرية (554 - )١‏ تفيد 
بأن الحذور المميّزة ل 1× هي الجحذور المميّزة ل 1ط نفسهاء فنستنتج أن أثر ۸1 - L۸‏ 
هو الصفر. وبا أن أثر المصفوفة ۲ المربعة + × + والمذكورة في (102.5) هو 2 ٠‏ فنستنتج 


e‏ وعم 


أن 0= ر . وبالتالي فإن المصفوفتين × و ى قابلتان للتبادل. 

وبها أن « جذر مير نموذجي ل © فنستنتج من النظرية )١-۷١(‏ أن © معدومة 
القوى. 
نظرية )١-1١5(‏ 

إذا كانت 4 و 8 زوبجا من ا مصفوفات شبه التبادلية وفمًا ماك كوي » فيجب أن 


تكون 84 - ۸8 عندئذ معدومة القوى . 


ولكن يمكن الذهاب إلى أبعد من ذلك . فبا أن و 1 يقبلان التبادل فإن لهماء 


وفقا للتمهيدية »)٤ -1١1(‏ متجها لا متغرا مشتركا [ل,... ,رن ,8] = ۷ بحيث إن 
2Z Bii= avi 3 lil; = Buy, )102.6(‏ 


حيث » و 8 جذران ميزان ل ۸و 1 » على الترتيب. 

بضرب (102.3) في ,لا والجمع فوق ا نجد» مستفيدين من (102.6) » أن 

A DX = DJ, DI لارسوطا‎ = a DK. 

وبالتالي فإن اجه عازن لاهو مجه لا متغير من متجهات 4 ناشيء عن الجذر 
امير » ل ۸ » ونرى أن مثل هذا الجذر هو جذر ميّز ل 4 أيضًا. وبطريقة مشابهة 
نستنتج من المعادلة (102.4) أن هذا المتجه نفسه هو متجه لا متغير من متجهات 8 
ناشىء عن الجذر المميّز 8 ل8 . وهو المطلوب. 

ونرهن الآن 


نظرية )"-1١5(‏ 
إذا كان و 8 زوجا من ا مصفوفات شبه التبادلية » فتوجد مصفوفة واحديّة ل 
٤‏ 
بحيث إن كلا من 7047 و7080 هى مصفوفة مثلثة . 


برهان هذه النظرية مظابق تقرييًا ليرهان النظرية ١+9(‏ -. وعليدا أن انين 
فقط أنه إذا كانت ۷4۷ و /81'/ في (101.5) و (101.6) مصفوفتين شبه تبادليتين 


۳۳٢‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


فكذلك أيضًا تكون ,4و ,8 . 


وأثياة هذا تامحظ ار اة 
E & 0 (2 az‏ د )0 
ع 0 
V*CV = V*X(AB— BA)V = Û e ,‏ 
١ AB Bd N‏ > 
0 0 
وبالتالي 
@ 2 3 0 8 ن 2 0 
سیت ا بیت وك ا 
V*ACV = 0 1‏ ا 0 = V*CAV‏ 
١ < HE‏ 5 
0 :0 


ونستنتج أنه إذا كانت © -46 » فعندئذ ,6,4 = ,4,6 أيضا. وبصورة 
مشابہة إذا كانت 8© = 8٤‏ فعندئذ أيضًا ,0,8 = ,8,6 . ومنه وباعتبار أن 4 و8 
مصفوفتان شبه تبادليتين فكذلك أيضًا تكون ,4و ,8 . والمناقشة المتعلقة بالاستقراء 
يمكن استخدامها إذن كا في الفقرة ٠١١‏ . 


)٤- ۱١۲( نظرية‎ 

لنرمز ب 4 و 8 مصفوفتين مربُعتين « × « شبه تبادليتين جذورهما ا مميزة هي 
٠.١ 0,‏ ديه :,6 و ,8 .... ور «ر8 » على الترتيب» إذا كانت (م« ,)۶ أي كثيرة حدود 
سلّمية في + وها » فيمكن داشا ااذ أزواج من ره و بحيث إن ا جذور ال 
B)J‏ ,)هي (ر (a‏ £ ,< ,(ي6 B,),£ (ay,‏ ريه)/ . 


تمارين 
)١‏ حدّد من أجل كل من الأزواج التالية من المصفوفات ما إذا كان ل 4 و 8 مجه 
لا متغير مشترك أم لاء وما إذا كان مكنا إيجاد مصفوفة غبر شاذة 7 بحيث تكون 
كل من ۶'۸۶ و صهرا-م مثلثة : 


(3 


(۳ 


المصفوفات التبادليّة PY‏ 


2 ا 4 1- 

A= , B= 5 ١ 
| 3 1 1 9 

رب i‏ 1 | 1 1 | 
ت إا 8ب #ب 
12 5 42 17 

ج 1 B=‏ 0 =4 
ر 1 1 
6- 20 8 35- 

A= , B= /‏ 
620 ا م ا سس 


بين أن زوجًا 4 و 8 من المصفوفات 2 × 2 لا يمكن أن تكون شبه تبادلية دون أن 
تكون في الواقع تبادلية . 

بن أنه إذا كان 4 و 8 زوجًا من المصفوفات المربّعة م “م (2 < «) شبه التبادلية» 
فلا يمكن أن تكون المصفوفة © = 84 - 48 غير متردية . 

حدّد أيّا من الأزواج التالية من المصفوفات 8 ,4 » في حال وجود أي منهاء يتصف 
بأنه شبه تبادلي ومن أجل كل زوج كهذا حدّد. في حال الإمكان. مصفوفة م 
بحيث تكون 1۸۲ ۲ و ٥18۲‏ مثلثة . 


0 3 2 0 5 1 
A= |o 0 ol, B=jo 0o oj; )!( 
0 1 0 0 3 َه‎ 
-5 11 83 3 -4 1 
A=| 0 (ب) ;|0 3 8-0 ,0 قل‎ 
0 2 -5 0 3 3 
262 2 6 5 2 
A= 0 2 Ol, B= 5 


(ج) 


۳۸ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
©) لتكن 4 و 8 شبه تبادلية وليكن 
+l,‏ هم + 4د - H‏ ,لو+ قلق + اه = 6 
حيث تمثل الحروف الإغريقية أعدادًا سلّمية. بين أن 6 و 11 شبه تبادليتين» أوربها 
تبادليتين . 
؟) من أجل كل من المصفوفات 4 التالية» أوجد أساسًا لفضاء متّجهات خطى 1 
مؤلف من جميع المصفوفات × بحيث إن AX = XA‏ : 
0 1 2 


59 اك ا(‎ ١ 
(ب)‎ 4-10 2 0|, ) a 
0 2 


0 
9 -4 (ج) 
1 
3 


دن © © © 
هه هه تن © 


1 
3 
0 
0 
۷) من أجل كل من الأزواج التالية 8 ,4 من المصفوفات التبادلية» أوجد مصفوفة غير 


شاذة م بحيث تكون كل من ۲-1۸۲ و ۶-18۲ مثلثتين : 


4 


5 © © ¥ © كه ك6 
bg ”-‏ © حر oO Og‏ 


۸ لنرمز ب 4 و 8 لمصفوفتين مربعتين ۸ × ۸ ولنفرض أن مصفوفة 8 معروفة بحيث إن 
ت 4 
PAP = B‏ . إذا كان مكيزا -م =۲ » بين أنه عندما تفترض × جميع المصفوفات 


المصفوفات التبادلية ۳۹ 


التي تحمَق ۸× = ×4 فعندئذ تفترض ۷ جميع المصفوفات التي تجعل ۲8 = 8۷ . 


٩‏ لنرمز ب 4 و 8 لزوج من المصفوفات التبادلية جذورهما المميّزة المختلفة هي 
قاوس و وکن عل الترتيب: إذ| اء قن أذ ل وة 
على الأقل ؛ من المتجهات اللامتغيّرة المشتركة . 


أنظمة من 
المعادلات التفاضديكة 


٠١‏ - تفاضل وتكامل مصفوفة 
لتكن 4 مصفوفة « × « عناصرها ره دوال قابلة للتفاضل في متغبّر سلّمِي ؛ . 
فنعرف عندئذ قات 4 بالنسبة ل على أنه المصفوفة ۸ << +م : 


2 (a). (103.1) 


وبصورة مماثلة إذا كانت المقادير .,»دوال في ؛ قابلة للتكامل فوق الفترة (1 ,). فنعرف 


١ Ad = (f aa). 


وعلى أساس التعريف (103.1) تسهل رؤية أنه إذا كان '4 منقول 4 فإن 


dA’ _ (4); 
dti \dt/’ 7 
وأيضا‎ 
d dA . dB 
gE FE = TET )103.2( 


إذا كانت ۸ مصفوفة ۸ × و 8 مصفوفة ٩‏ × ۸ بحيث إن 48 = © هي مصفوفة 
cm xq‏ فلدينا من العلاقة 
Qinbai,‏ + ... عل Cy = ab; F araba;‏ 


وباستخدام القواعد المألوفة في الحساب التفاضلي 


A 


FEY‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


ا کے ے پت 
gy‏ 5 353 د i qy Fa qy‏ إن 
dai da, dain‏ 
وبي ۴ + ...له رون ف ب رين كك مړ 
وبالتالي لدينا العلاقة 
AB) _ 4‏ 
aE = dt + 8: (103.3)‏ 


ولدينا من العلاقة 1 ١‏ - 44 وباستخدام )3 ا 


dA dA 
211 Fa A N, و‎ 
dA" _ _ d4 در‎ (103.4) 
di 0 01 4 
مجموعات المعادلات التفاضلية الخطية بمعاملات ثابتة‎ - ٤ 
: لنعتير نظام المعادلات‎ 
1 = aî عل‎ ata عا يوي وعد > عل‎ f(D, 
dz (104.1) 
2 = a Fa حل‎ ° Fan + f0, 0 
dz, 
qi > mi F anata + °°“ F anîn F f(0, 


حيث بره ومن ند × هي دوال مجهولة في متغير سلمي 6 والرموز هي دوال 
معروفة في kf‏ وال ,© ثوابت . إذا رمزنا ب «F(D gX‏ على الترتيب» لاحو 


العمودين : 

Ks (Ets esl FA = fos اگ‎ )104.2( 

مدق الس عر رونا از هده فيمكن كتابة نظام المعادلات بالشكل المصفوفاتي 
dX AX + R(. (104.3)‏ 


لنطبّق الآن على المتغيّرات × التحويل النطي قر ا 


PY, )104.4(‏ ديز 


أنظمة من المعادلات التفاضليّة وا 


حيث (,م) = ۶ مصفوفة غير شاذة عناصرها ثابتة . فلدينا بالاستناد إلى (103.3): 


)104.5( . 41م _ dX‏ 
dt’‏ ° الك 
بحيث تصبح (104.3) 
dY‏ 

P= APF FO; 
ومنه‎ 

E 1 “1‏ 
)104.6( )الم + لامر راص 4 


ويمكننا إذن اختيار ۶ بحيث تكون 6-142 أي مصفوفة مشابهة ل 4 . وكثيراً 
ما يكون من المناسب أن نأخذ مما -م كصيغة جوردان القانونية ل 4 . 
وعلى سبيل المثال» إذا كان 5 = ۸ والقواسم الابتدائية ل 4 -1 هي *(1 + ) 
و (2 -۸) » فيمكن كتابة نظام المعادلات (104.6) على الشكل : 
dy‏ 


0 
0 = 2y + بيو = 0 ,)ره + و‎ + ys + p0, 


1 dys 
= Mme), = ,)لو دين‎ (1047 


2v, + 0D;‏ _ ولاك 
ومن المعادلة الثالثة من هذه المعادلات. نحصل على ور 


Js = e" 8 € $40) dt + ee. 
ونبدّل الآن هذه القيمة ل ,رفي المعادلة الثانية فنجد لر » ثم نجد عندئذ رمن المعادلة‎ 
. الأولى. وبصورة مشاءبة نحصل على ,نزو رمن المعادلتين الخامسة والرابعة‎ 
)104.4( يبقى علينا إيجاد × » ومن أجل ذلك نحتاج إلى معرفة المصفوفة م في‎ 
التي نختزل بوساطتها 4 إلى صيغة جوردان القانونية . لنتذكر أن طريقة إيجاد م في الحالة‎ 
. ۸۷ العامة معطاة في الفقرة‎ 


وفيما يلي طريقة أخرى لحل نظام المعادلات (104.1): 
لیکن » جذرًا ميزًا ل 4 وليكن (,» .... .۸ ) = ۸ متجه صف لا متغيّر ل 4 


يوافق » » بحيث يكون 
KA=a«aK.‏ 


526 مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


أو بعبارة أخرى 

(0,... ,1,2 - )وله = Z ak,‏ 
لنضرب طرفي المعادلة الأولى من المعادلات المعطاة في ,مء الثانية في روء . . . » 
والمعادلة « في ,۸ ولنجمع فنجد: 

E kf, )9‏ + فجي + ...+ يت + a (kx‏ = لتقي + ...+ يقي + (key‏ 
وإذا كتبنا 
نتيا + +s.‏ ودرا + kx‏ =2 

فنجد بعد المكاملة : 

2 =e" | e EID dt + oe". 
وإذا كان ±0 ,۸ فنحل هذه المعادلة الأخيرة من أجل ,×وذلك بدلالة‎ 


٠‏ وو × . ثم نبدّل عندئذ هذه القيمة ل ,دفي المعادلات (104.1) » فنحصل 
هكذا على 1 - « من المعادلات في المجاهيل ge‏ + 
1 1- 2 
وكتوضيح لنأخذ| 1- 2 2 | =4 . [بدريد,ج] كرو [2,0- ,0] = F(9‏ 
إت 2 1 


ونظام المعادلات هو عندئذ: 


0 

= ووس ع‎ EE, 

dt» 5 

- و س و2 + و2 - e‏ 

)104.8( 8 ح ت ت ينمه حل 1 dt‏ 
وده 


0 + 21 ¬ 1. 


والدالة المميّزة ل 4 هي (1 -) . وفي مقابل الجذر 1 نجد أل اجه 
اللامتغيّر ل '4 هو (1 1 -,1) = × . وبضرب المعادلات الأولى والثانية والثالثة 
في (104.8) في 1 » 1 - و 1 على الترتيب» ثم الجمع نجد: 
“2 + (و× + ر ,٭) = (ر× + رر (x‏ 


QE 1 


أنطعة من العادلاك الاق يدانا 


ومنه نجد بالمكاملة : 
و عولد لهت ربوسو بعرت بد 
وبالتالي 
SR ER EEE (104.9)‏ 
وإذا عوضنا هذه العبارة من أجل رفي المعادلتين الأولى و الثانية من المعادلات المفروضة 
نجد : 
zı Fe™ + ce’,‏ = بعك 
ee‏ الوا وو اق حافك 


وأول هاتين المعادلتين تقبل التكامل مباشرة وتعطى 
ege‏ له ام - x,‏ 

وإذا عوّضنا ,×في المعادلة الثانية نحصل على معادلة قابلة للتكامل مباشرة من 
أجل ر×وبعدها نجد ,امن (104.9). 

وطريقة ثالثة لحل مجموعة معادلات تفاضلية خطية كالمجموعة (104.1) هي عن 
طريق استخدام الصيغة القانونية القياسية ل 4 . وهكذا إذا كانت 4 مصفوفة غير 
مترذية دالتها المميزة 

f= +a" 71+... +a, _ A +a, 

فإن الصيغة القانونية القياسية معطاة في (69.2). والآن إذا كانت م مصفوفة غير شاذة 
بحيث إن ۸ = ٠1۸۲‏ » ووضعنا لام = × . فإن المعادلة التفاضلية المصفوفاتية من 


أجل إيجاد ۲ هى 
وعدم + SF - RY‏ 


إذا وضعنا [0) ,چ .... .2) يع ,9) ,چ] = () © = ۴)0 2-1 فالمعادلات هي : 


,)ہو + ونع = 41 


1 => لاك 3535 5 ل 
di Yn + 9) )104.10(‏ ’ )وو + Ya‏ 


dn تك تهج هت‎ dk OO EARLE AL 


TE‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


وإذا اكتفينا مؤقتا بالحالة التي يكون فيها 0 = ۴)۵ » فنرى مباشرة أن آخر هذه 
المعادلات تقود إلى المعادلة التفاضلية الخطية المنجانسة من المرتبة « : 


5 =1 -2 5 dy, 
O + a a + a E + <<< Far ê + a = 0. 


ويمكن إيجاد الحل العام هذه المعادلة مباشرة بالطرق التي تشرحها الكتب المدرسية في 
المعادلات التفاضلية . وإذا دعينا هذا الحل لز فيتم إيجاد عبارات إلا ,... دولا ورلا 
بالمفاضلة . 
لنفرض الآن أن 4 متردية ولنفرض أن للمصفوفة 4 - ۸7 ال من المتجهات 
اللامتغيّرة (0) ,.... .(3) ره ,() ,» . وعندئذ بدلا من الوصول إلى مجموعة واحدة من 
المعادلات التفاضلية كا في (104.10) فإننا نصل إلى 5من مجموعات المعادلات من ذلك 
النوع . وليس بين أي مجموعتين متغير مشترك . وهكذا نكون قد وصلنا إلى مسألة من 
النوع الذي ناقشناة. 


وهذه الطريقة غير مُرضية من حيث إنه بالرغم من قدرتنا على إيجاد ۷ بسهولة» 
فإنه يمكن إيجاد × فقط عندما تكون المصفوفة ۶ معروفة بحيث إن ۸ = ۶7'۸۲ . 
وكتوضيح لنعد إلى مجموعة المعادلات الخطية المتجانسة 
dX‏ 


dt AX 


التي حصلنا عليها من المجموعة في (104.8) عندما نضع في المعادلة الثانية 0 بدلا من 
“© . فمن السهل التحقق من أنه إذا كان 


0 لح‎ 13 0 10 
Pz (1 2 0, R= 9 il, 
5 1 6 1 اوت‎ 89 


فإن ۸ = ۲٠'4۶‏ ., حيث ۸ هي الصيغة القانونية القياسية ل 4 . وإذا قمنا بالتحويل 
الام = × فإن المعادلات التفاضلية لإيجاد ۲ هي 


أنظمة من المعادلات التفاضليّة 4۷ 


dvı _ dya _ Y3 - إن‎ 3y 

2 = رولا‎ E Y3» dt 0/1 3y: + دلاة‎ 
04 4 dy E 
qa د‎ ل١‎ 3013 


وهذه المعادلة هي معادلة تفاضلية خطية متجانسة من الرتبة الثالثة بمعاملات 
اة رها وفقًا طرق المعادلات التفاضلية الابتدائية هو 
Jı = cıte' + cyle' + oe,‏ 
حيث الثوابت »© كيفية . ونحصل الآن على نزو ,«بالمماضلةء فنجد: 
dy dya‏ 


آي ا e‏ 
وبالتالي فإننا نجد ٠×,‏ ,دو ×من العلاقة لام = × , 


٠١‏ - سلاسل القوى المصفوفاتية 
5 
ل F pA‏ < لك pA Fp‏ + وم = (20 
سلسلة قوى معاملاتها ,م أعداد حقيقية أو مركبة » وحيث ۸ متحول سلّمي فوق الحقل 
امرك لتعرّف ١‏ 


(105.1) لام = 00م 
ولنکتب 
J pA’, (105.2)‏ = )4(" 


حيث 4 أي مصفوفة مربّعة # × ” فوق الحقل المركب . إذا تقارب كل من ال عنصا 
في المصفوفة (4) ,,5 إلى نهاية محدّدة ,وعندما * جب 72 . فنقول إن متسلسلة القوى 
المصفوفاتية (4) تتقارب إلى مصفوفة النباية 5 . ومن الواضح أن متسلسلة قوى 
مصفوفاتية معيّئة تتقارب بينم لا تتقارب مصفوفات أخرى. وعلى سبيل المثال» إذا كان 


TEA‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


...+ لقب شب 8 + 1ه روه 
0 ا 1 - 4 
فعندئذ 1/3 0 3 0 
xB) = 7 0 ]‏ | 0 حم 350 
)1/3( 0 )7(3 0 


ومنه نرى أن متسلسلة القوى المصفوفاتية (4) 7لا تتقارب بینم تتقارب (8) 7 . وإذا لم 
تتقارب متسلسلة القوى المصفوفاتية (4) 7 فنقول إنها تتباعد أو إنها متباعدة . 
وفي الحالة العامة » لتكن الدالة المميّزة المختزلة ل 4 هى 
a)" ۰-۰ ( = a)" (Dv =»), )105.3(‏ - "زه - 0 = (0و 
حيث المقادير » متميزة . وإذا رمزنا ب و ۸ للمصفوفتين الرئيستين متساوية القوى 
ومعدومة القوى الموافقتين ل 4 والمقابلتين للجذر به . فلدينا 
eB FN:‏ - 


حيث تحقق ال ,٤و‏ ,۸ شروط الفقرة ۷١‏ . ولدينا عندئذ ىا في (78.2) 


3١ (105.4)‏ + ارعا مو (4A) = J‏ 
ويمكن نشر الطرف الأيمن من هذه المعادلة وفقًا لدستور تايلور كما في (78.3) » وهكذا 
جد 


ال 0 5 > = زلا 
(105.5) و 


37 (a) 1-1 
۳ < 5-8 1)! 1 ١ 


حيث ينتهي النشر باعتبار أن معدومة القوى ودليلها ,« . وبا أن المصفوفات 2 
والمصفوفات ١‏ مستقلة خطيًا فمن الواضح أن اة 


(4)م lim‏ = جم)م 


أنظمة من اغالات التفاضليّة ۳4۹ 


تتقارب إذا وفقط إذا كانت كل من المتسلسلات : 
(a), 3“ (a), 7 (a), (105.6(‏ 7 
متقاربة من أجل كل جذر به (د,... ,1,2 - (). 
لنعتير الحالة الخاصة حيث 

و 4 + ۸+ 1 = r.0)‏ 
ومن الواضح أن © = (0 lim a,‏ سن تاه انال ل EE‏ لد اق 
من . وبما أن هذه المتسلسلة الأخيرة تتقارب من أجل كل القيم المنتهية ل »» فمن 
الواضح أن المتسلسلة د - 

+ حك +. < + كد +4 +1 د م 

تارب من ابل کل سرک ر د . وفي الحقيقة» يمكننا كتابة 


9 Nt 
5 5 EN; حك‎ 2 i و فك مضع‎ - )105.7( 


- حل مجموعة معيّنة من المعادلات 
ا 4 مصفوفة مربعة « × « عناصرها ر .© ثابتة» ليكن #عددًا حقيقيًا اتا و 
متغيرا حقيقيًا . فلدينا باستخدام العلاقة (103.2): 


4 و‎ 
qi - tA = m(t — TA. 


مفين 5 8 —( e4 =I F(t — A + CC A+ P2‏ 
ا ااا انه 
)106.2( ی ے دی ے ودی ا 
لنعد إل تجموعة المعادلات التفاضلية النظية المنجانسة 
(106.3) ×4 د غك 


التي نحصل عليها من (104.3) بوضع 0= ()۴ . إذا كان ,× متجه عمود كيفي عناصره 


ثابتة وأخذنا 


0° مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


x5 = [e "“]x*, (106.4)‏ 
فنستنتج من (106.2) أن 
ا A AK a AX.‏ = 0 
أي أن المتجه () × المعرّف في (106.4) هو حل للمعادلة التفاضلية (106.3). 
وبالإشارة إلى العلاقة (106.1) يتضح أن ا لحل 9) × في (106.4) يتصف بالخاصة 
Xo‏ = ل X‏ 


نظرية© (۱۰۹-) 
إذا كان و أي و عمود ثابت» فإن ا متجه # [j‏ ]= () ٣هو‏ 


حل للمعادلة التفاضلية 4 = لك » وهو يتصف با خاصة ,± = لره) +. 


dt 
تمارين‎ 
حل المجموعة التالية من المعادلات التفاضلية‎ 
dX _ 
qı 7 4X 
: حيث 4 هى المصفوفة‎ 
3 8 2 2 1 1 
-4 ~5 4 (3 3 3 -2 (١ 
2 3 3 4 1 0 
E HG و‎ 1 1 ~1 
2 م 2 22 @ 4 مم‎ 
2 2 أو‎ 3 3 83 


Michal, A. D., Matrix and Tensor Calculus, (NewYork: John Wiley & Sons, 1947), pp. انظر:‎ 2# 
20-21. 


أنظمة من المعادلات التفاضليّة en‏ 


[ت او 5 1 = ] 
°( الت 3- 6 ( 2 :0 2 
إ0 4- 6 1 ® i‏ 
8 3 1 
: 1- 0 3 
83 
يذ 8غ إز © 
2 0 
5 0 1 
8 29 3 
4( 2 3 2 
5 6- 6- 


)٠‏ لترمز ب 4 للمصفوفة [0 ] ولتكن “#معرّفة كا في (105.7) . احسب أ مباشرة 
وین آذ 
sinh 1‏ 8 
sinh 1 cosh 1‏ 


١‏ لترمز ب 4 للمصفوفة [5 ؟_] ولنعرّف »كا في (105.7). احسب © مباشرة 


وبين أن 
cos 2 sin 2‏ 5 
: ع چ 
—gin 0‏ 
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Commutative إبدالي‎ 
Trace اح‎ 
Coordinates إحداثيات‎ 
Inversion ارتداد‎ 


Fundamental 


Linear independence 


Remainder 
Left remainder 


Right remainder 


Too 


Simple 
Dimension 


Plücker, .ل‎ (1801 - 1868) 
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Permutation 

Partition 

Sub-diagonal 
Transformation 

Projective transformation 
Elementary transformation 
Quadratic 

Modulo 

Combination 


Collineation 


۳٦‏ فت اللات 


Integration تکامل‎ 
Harmonic توافقى‎ 
Signature تو قبع‎ 
Jacobi, C. (1804 - 1851) جاکوں‎ 


Gundelfinger, 5. )1846-1910( جاندلفنجر‎ 


01 


جداء Product‏ 
جذر Root‏ 
جزئي Partial‏ 
جوردان )1922 - 1838( .© Jordan,‏ 
© 
حتمي Dteterministic‏ 
حدود مربعة Squared terms‏ 
حزمة Pencil‏ 
حقل Field‏ 
موسّع Extended field‏ 
حفيقي Real‏ 
حل تافه Trivial solution‏ 
حلقة Ring‏ 
© 
خارج (حاصل) Quotient‏ 
خاصة ميزة Characteristic‏ 


Linear خحطی‎ 


دالة 
أوليّة 
متناوبة 
دليل 
دوري 
دوار 
رئيس 
رتبة 
زوج 
إيجابي 


Inner 

Function 
Elementary function 
Alternating function 
Index 

Periodic 


Circulant 


Principal 


Rank 


Pair 
Positive pair 


Negative pair 


© 


Chain 
Scalar 
Smith, H. (1826 - 1883) 
Segre, C. (1863 - 1924) 


Sylvester, J. (1814 - 1897) 


Rational canonical form (r. c. f.) 


Definite form محدّدة‎ 


© 


Multiplication 


Factor 

Cofactor متمم‎ 
Dependence عدم استقلال‎ 
Conjunctive عطفى‎ 
Reflexive relation علاقة انعكاس‎ 
Equivalence relation تكافؤ‎ 
Transitive relation متعدية‎ 


نت المصطلحات 
6 
شاذ Singular‏ غير شاذ 
شياه Homology‏ غير مترذ 
غير محدّد 
© غير نسبي (غير قياسي) 
صحيح Integer‏ 
Nullity 1‏ 
ی Form‏ فاندرموند 
تزبيعية Quadratic form‏ فترة 
اة الخطية Bilinear form‏ فراغية 
قانونية قياسية فغياء 


قصور ذاتي (عطالة) 
قطري 

قواسم أولية 

قيمة صغرى 


Tov 


Non-singular 
Non-derogatory 
Indefinite 


Irrational 


Vandermonde, A. (1735 - 1796) 


Interval 
Vacuity 

Space 
Solution space 
Vector space 


Super-diagonal 


Left divisor 

Right divisor 

Block 

Associative law 
Canonical 

Secular 

Adjoint 

Inertia 

Diagonal 
Elementary divisors 


Minimum 


۳0۸ ثبت المصطلحات 


Maximum PE 
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كاترنيون Quaternion‏ 
کار تيزي Cartesian‏ 
كامن Latent‏ 
كثيرة حدود Polynomial‏ 


539 
Elementary polynomial ابتداثية‎ 


Matric polynomial مصفوفية‎ 


Monic polynomial وأحدية‎ 

Cramer, C. (1704 - 1752) كرامير‎ 
Kronecker, کرونکر )1891 - 1823) .سآ‎ 
Cogredient کوجریدینت‎ 
Cauchy, A. L. (1798 - 1857) كوشي‎ 
Contragredient کونتراجریدنت‎ 
Cayley, A. (1821 - 1895) کل‎ 

0 

Laplace, P. (1749 - 1827) لابلاس‎ 
Lagrange, J. (1736-1813) لاغرانج‎ 
Invariant لا متخبر‎ 
Infinity لا ہاية‎ 


مائل التناظر Skew-symmetric‏ 


Homogeneous 
Vector 
Column vector 
Derogatory 


Idempotent 


Matric power series متسلسلة قوى مصفوفية‎ 


Similar 
Orthogonal 
Variable 

Real equivalent 
Complement 
Algebraic complement 
Distinct 
Symmetric 

Sum 

Set 

Direct sum 

Left unity 

Right unity 
Determinant 
Negative definite 
Resultant 
Reduced 
Conijuzile 
Complex 


Line at infinity 


ی نفسه) Coplaner‏ 


Minor 


Principal minor 


ثبت المصطلحات ۳۹ 


مصفوفات شبه إبدالية 


Quasi-commutative matrices 


Matrix مصفوفة‎ 
Lambda matrix لامبدا‎ 
Triangular matrix مثلثة‎ 

Identity matrix محايدة‎ 
Augmented matrix وس‎ 
Hermitian matrix هرميشية‎ 

Unitary matrix واحدية‎ 

Unit matrix الوحدة (المحايدة)‎ 

Left multiple مضاعف يجن‎ 
Right multiple أيمن‎ 
Congruent مطابق - ملائم‎ 
Minimum equation معادلة صغرى‎ 
Coefficient معامل‎ 
Nil potent معدوم القوى‎ 
Inverse معکوس‎ 
Expansion مفكوك (نشر)‎ 
Annihilator of a vector مفنى اک‎ 
Preface مقدمة‎ 
Modulus مقياس‎ 
Discriminant مز‎ 
Transpose منقو ل‎ 


Positive semi-definite 


Normal ناظمى‎ 


Rational نسبى (قیاسی)‎ 
Semi-definite نضف محدّد‎ 
System نظام‎ 
Regular نظامی‎ 
Hamilton, W. (1805 - 1865) هاملتون‎ 
Projective geometry هندسة إسقاطية‎ 
Weyr, E. (1852 - 1903) واف‎ 
Weierstrass, K. (1815 -1897( واير تراس‎ 
Unique وحيد‎ 
Degenerate يتلاشى‎ 
Span یولد‎ 


ثانيًا: إنجليزي ‏ عربي 


0 Cayley, A. (1821 - 1895) کله‎ 
Chain سلسلة‎ 


خاصة یز 03 Characteristic‏ قرينة Adjoint‏ 
دوّار Circulant‏ متمم جبري Algebraic complement‏ 
معامل Coefficient‏ دالّة متناوبة Alternating function‏ 
عامل متمم Cofactor‏ مفني ما Annihilator of a vector‏ 
کوجر ات Cogredient‏ قانون الدمج Associative law‏ 
اميت Collineation‏ مصفوفة موسعة Augmented matrix‏ 
مجه عمود Column vector‏ 

Bj Combination تركيب (متوافقة)‎ 

Commutative إبدالي‎ 

Basis of linear vector space Complement متممة‎ 
أساس فضاء متجهات ل‎ Complex مركت‎ 

مطابق Congruent‏ صيغة ثنائية الخطية Bilinear form‏ 
مرافق Conjugate‏ قالب Block‏ 


عطفى Conjunctive‏ 
تراج ويد بشع Contragredient‏ 12 


إحداثيات Coordinates‏ 
مستوية (في المستوى نفسه) Coplaner‏ قانوني Canonical‏ 
كرامّر )1752 - 1704) .0 Cramer,‏ كاريتيزي Cartesien‏ 
كوشي )1857 - 1789( Cauchy, A. L.‏ 


۳۹1 


TY‏ ثبت المصطلحات 


© 


جاند لفنجر (1910- 1846( .5 Gundelfinger,‏ 


ل 


هاملتون )1865 - 1805( Hamilton, W.‏ 
توافقي Harmonic‏ 
مصفوفة هرميشية Hermitian matrix‏ 
متجانس Homogeneous‏ 
شیاه Homology‏ 
0 
متساوي القوى Idempotent‏ 
مصفوفة محايدة Identity matrix‏ 
غير دد Indefinite‏ 
دليل Index‏ 
قصور ذاق (عطالة) Inertia‏ 
لا غباية Infinity‏ 


Inner داخى‎ 


Integer صحيح‎ 


تکامل Integration‏ 
فترة Interval‏ 
م متغير Invariant‏ 
معکوس Inverse‏ 
ارتداد Inversion‏ 


غير نسبي (غير قياسي) Irrational‏ 


0 


Definite form صيغة محدّدة‎ 
Degenerate يتلاشى‎ 
Dependence عدم استقّلال‎ 
Derogatory شرو‎ 
Determinant محدّد‎ 
Deterministic حتمي‎ 
Diagonal 5 قطر‎ 
Dimension يقد‎ 
Direct sum مجموع مباشر‎ 
Discriminant 2 
Distinct مختلف‎ 
0 

Elementary divisors قواسيع أولية‎ 

ذال أوليّة function‏ 


كثيرة حدود ابتدائية !(2زدمهمررادم 
تحويل أولي 
علاقة تكافؤ 
مفكوك (نشر) 
حقل موسّع 


transformation 
Equivalence relation 
Expansion 


Extended field 


Factor عامل‎ 
Field حقل‎ 
Form صيغة‎ 


Function دالة‎ 


Fundamental 


LÊ A ثبت المصطلحات‎ 


معادلة صغرى Minimum equation‏ 
مغر Minor‏ 
ترديد (قياس) Modulo‏ 
مقياس Modulus‏ 
كثيرة حدود واحدية Monic polynomial‏ 
ضرب Multiplication‏ 
N‏ 
محدّد سالب Negative definite‏ 
زوج سلبي تنم 
معدوم القوى Nilpotent‏ 
غير 3 Non-derogatory‏ 
غير شاد -singular‏ 
ناظمي Normal‏ 
صفرية Nullity‏ 
© 
متعامد Orthogonal‏ 
2 
زوج Pair‏ 
جر ي Partial‏ 
تجزئة Partition‏ 
حزمة Pencil‏ 
دوري Periodic‏ 
تبديلة Permutation‏ 
بلكر )1868 - 1801( Plücker, J.‏ 
كثيرة حدود Polynomial‏ 


Jacobi, ©. (1804 - 1851) جاكوي‎ 
Jordan, ©. (1838 - 1922) جوردان‎ 
عل‎ 
Kronecker, L. )1823 - 1891) کرونکر‎ 
i 
Lagrange, J. (1736- 1813) لاغرانج‎ 
Lambda matrix مصفوفة لامبدا‎ 
Laplace, P. (1749 - 1827) لابلاس‎ 
Latent کامن‎ 
Left divisor قاسم أيسر‎ 

مضاعف اتر multiple‏ 
باق يسر remainder‏ 
محايك ار unity‏ 
خط Linear‏ 
استقلال ا independance‏ 
مستقيم في اللأنهاية Line at infinity‏ 
0 
كثيرة حدود مصفوفية Matric polynomial‏ 
power series‏ 
تسلسلات قوى مصفوفية 
مصفوفة Matrix‏ 
قيمة عذ Maximum‏ 


Minimum 


مائل التناظر 
جك 


فضاء 


Segre, ©. )1863 - 1924) 
Semi-definite 

Set 

Signature 

Similar 

Simple 

Singular 
Skew-symmetric 
Smith, H. (1826 - 1883) 
Solution space 

Space 

Span 

Squared terms 
Sub-diagonal 

Sum 

Super-diagonal 
Sylvester, J. (1814-1897) 
Symmetric 


System 


Positive pair 
semi-definite 
Preface 
Principal 
minor 
Product 


Projective geometry 


transformation 


© 


ثنت المصطلحات 
Right divisor‏ زوج إيجابي 
multiple‏ موجبة نصف - محدّدة 
remainder‏ مقدمة 
unity‏ رئيس 
Ring‏ مصغر رئيس 
Root‏ جداء 
هندسة إسقاطية 
© تحويل إسقاطي 
Scalar‏ 
Secular‏ 


Quadratic 


form 


Quasi-commutative matrices 


مصفوفات شبه إبدالية 


كاترنيون Quaternion‏ 
خارج (حاصل) Quotient‏ 
رتبة Rank‏ 
نسبی (قیاسی) Rational‏ 


canonical form (r. c. f.) 


Real 

equivalence 
Reduced 
Reflexive relation 
Regular 
Remainder 


Resultant 


0 
Vacuity فراغية‎ 
Vandermonde, A. (1735-1796) فاندرموند‎ 
Variable متغير‎ 
Vector ڪه‎ 
space فضاء متجه‎ 

Ww 

Ww 
Weierstrass, K. (1815 - 1897) وايرستراس‎ 


Weyr, E. (1852 - 1903) واير‎ 


الات وا 


او Trace‏ 
تحور يل Transformation‏ 
علاقة متعدّية Transitive relation‏ 
منقول (مدور) Transpose‏ 
مصفوفة مثلّئة Triangular matrix‏ 


Trivial solution 


6 


Unique وحيد‎ 


مصفوفة واحدية 
مصفوفة الوحدة (المحايدة) 


Unitary matrix 


Unit matrix 


أثر مصفوفة مربّعة ه08 84م 
إحداثيات 


بلكر هم 


كارتيزية متجانسة 214 801 


متجانه ه6١‏ 
اختزال لاجرانج لصيغة تربيعية 14۹ 
ارتباط خطى "١‏ 
اهن اتی 15 
أزواج 1 
یغ تربيعية 4 ۳۰ 
E‏ الخطية ۲۹۴ 
مصقوفات ۲۰۷ 
أساس فضاء متجهات ۸٩‏ 
تعريف 85 
تغيير 45 ۸۸ 
اشتقاق مصفوفة 8141١‏ 


تجزيئات مرافقة ۲٠٦4‏ 


و 
آ اض ات 


تحت القطري ۲۲۸ 
تحليل إلى عوامل 


لصيغة تربيعية ١61‏ 


لصيغة ثنائيّة الخطية ١6‏ 


أولي 3 
بضرب المصفوفات 4۹ 


تعر یف 1٠‏ 
ر 


على مصفوفة لامبدا ٠١۹۲‏ 
عط ۸۷¿ اننا 
شاذ ۸۷ 
كوجريدينت ١1١‏ 
كونتراجريدينت ١41‏ 
متعامد ١148‏ 


34 


تركيب خطي 51 
امت ۲۴۷ 


تعريف مصفوفة 4 


نض 


تكافؤ 


وین ا ونا 

صيغتين ثنائيّة الخطية ۲۹۳ ۲۹٤‏ 
مصفوفتى لامبدا ۱۹۸ 

مصفوفتين 68 

واحدي ۱۲۴۳ 


© 


داخلى لتجهین ۱۱۲ 


رتبة ٣ه‏ 


حداء 


٥۹ قرينة‎ 

فرينتين 9ه 

محدّد ۲۸ 
مصفوفات رأة ٩‏ 
معکوس 4/7 


منقول ۳۹ 


جذور كامنة ٩۱‏ 


تميّزة 941 
لمصفوفات حقيقية مائلة التناظر 
11۲ 
لمصفوفات حقيقيّة متعامدة ١١١‏ 
لمصفوفات حقيقيّة متناظرة ١١١‏ 
لمصفوفات هرميشيّة ١١١‏ 
لمصفوفات واحدّية 1١174‏ 


حزمة مصفوفات 44 
شاذة ۲۹۵٥‏ 
غير شاذة ۲۹۵٥‏ 


خاصة المثلث ٠۲۹‏ 


أوليّة متناظرة 45 
صغرى لمصفوفة ۲۱۸ 
قيمة عظمى أو صغرى ٠۷١‏ 
متناوبة ٤٥‏ 
ميزه ۲ ٩‏ 
مختزلة ۲۱٣٣‏ ۲۱۸ 
دلتا كرونكر 75 . ١١6‏ 
دليل صيغة تربيعية لاه١1. ٠١۸‏ 


1١66 دوار‎ 


رتبة ۳۷ 
جداء ٤٩‏ 
صيغة تربيعيّة ١1417‏ 
ثنائيّة الخطية ۱۴۷ » ١8‏ 
قريلة هوه 
مجموع ٤٥‏ 
مصفوفة ۳۷ ١987#‏ 


سلسلة متجهات ۲۷۹ 
سلّمي 
الضرب في عدد > 
تعريف " 
كثيرة حدود ۱۹۲ 
مصفوفة ٤۷‏ 


© 


شباه توافتي ۲۳۹٣‏ 


6 


صفرية ۲٤١ 5٠١4‏ 
صيغة تربيعيّة ١٤۳‏ 
اختزال ۱۷۰ 
تحليل إلى عوامل ٠١١‏ 
تعريف ١147‏ 
رتبة ١٤۴۳‏ 
قانونية ١٤٥‏ 
كرونكر ۱۷۰ 


١6١-1١45 لاجرانح‎ 
2 


۳۹۹ 


a 
١هه تعريف‎ 
١7١ توقيع‎ 
۱۵۸ دليل‎ 
151 غير محدّدة‎ 
151 نصف محدّدة‎ 
1١55 نظامية‎ 
صيغة تربيعيّة محدّدة‎ 
1١51 تعريف‎ 
۱١۸ دليل لاها.‎ 
٠۳١۷ صيغة ثنائية الخطية‎ 
١88 تحليل إلى عوامل‎ 
۱۳۷ تعريف‎ 
۱۳۸ رتبة‎ 
۱۳۹ قانونيّة‎ 
١75 صيغة جاكوبي القانونية لمصفوفة‎ 
۲۲۹ جوردان القانونية‎ 
۱١۸ تكافؤ‎ 
۱٥۸ تكافؤ حقيقي‎ 
1984 صيغة سمي الناظمية‎ 
7575 قانونية‎ 
۲۲۸-۲۲۹ جوردان‎ 
ه٣‎ ٤١ لمصفوفة‎ 
+ س‎ 
1١١6 قريلة‎ 
١١١ موجبة نصف محدّدة‎ 


نظاميّة و15 ۱۹٩‏ 


PV 


عامل مرافق ۲۰ 
علاقة تكافؤ 778 
عوامل لا متغيرة 775 


قاسم أيسر ۱۹۱ 
أيمن ١9١‏ 
قاعدة جاند لفنجر ١۷١‏ 
كرامر هلا 
قانون الدمج ١‏ 
سلفستر للقصور الذاتي ٠١١‏ 
القصور الذاتي ١5‏ 
قرينة مصفوفة مربعة 4ه 
تعريف 4ه 
رتبة هوه 


٤ قطر‎ 


رئيس ٤‏ 
قواسم أوليّة ۱۹۹ ۲۰۵ 
قيمة عظمى وصغرى Ve‏ 


ټ 
كرونكر ۱۹۸ 


اختزال صيغة تربيعية ١١4‏ 


۲۷۸ ۲٤ دلتا‎ 


إحداثيات هم 
تعريف 51١‏ 
لا متغير ۸٩‏ 
ينتمى لكثيرة حدود ۲۷۹ 
جداء داخلى ۱۱۲ 
سلسلة 3 
متعامدة ١١١‏ 
متممة ۲١‏ 
جع ق 
عوك ليا 
مصفوفات ه48 
رتبة 4٥‏ 
محدد 
بطريقة لابلاس 714 
تعريف ۱۷ 
لجداء مصفوفتين ۲۸ 


NE tê ا‎ 


ر 


محدّد مفكوك ١١‏ 

وفقًا للصف 76 . ۲۱ 
محصلة ۲۹۲ 
خطط فرارز ۲۹۹ 


مراقق مصفوفة ٠۷٠‏ 
مستقيم في اللانباية ١4‏ 
مَصغْر 74 لا 


مصفوفا 


ركس اه 


لمصفوفة متناظرة 1١55‏ 


ب 


إبداليّة ۳۱۳ 

تحويل أوَلي ٤٠‏ 

شبه إبداليّة ۲۳۵ 
متساوية القوى جزئيًا 7171 
YE E‏ 
مطابقة ١4١‏ 

معدوفة القويق جرا 2373 
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